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日経225先物のボラティリティ予測について

創価大学経済学部教授 浅井　学

1 はじめに

日経 225先物取引とは、日経平均株価（日経 225）を原資産とする株価指数先物取引であり、大
阪取引所等に上場されている。浅井 (2015)では、高頻度データを用いて、日経 225と先物価格にお
ける収益率同士またボラティリティ同士の理論的な関係性を検証した。本稿では、浅井 (2015)の実
証分析に基づいて、日経 225先物のボラティリティの新たな予測方法を提案し、検証する。

本稿の構成は以下の通りである。第 2節で、原資産と先物価格の理論的な関係性から、先物のボ
ラティリティ予測方法を提案する。第 3節では、原資産のボラティリティ予測モデルを紹介する。こ
れは、先物のボラティリティ予測のために必要なモデルである。第 4節では、日経 225と先物価格
のデータを用いて、実証分析を行う。また、今後の研究課題について述べる。

2 先物のボラティリティ予測方法

時点 tにおける原資産価格を Stとし、満期までの期間が T の先物価格を Ftとすると、その理論
価格は

Ft = Ste
−(δ−r)T (1)

で与えられる。ただし、rは安全資産の利子率で、δは予想配当利回りである。また、T は満期まで
の日数を年間営業日数（ここでは 250日とする）で割った値とする。ここでは (1)式をもとに、原
資産価格と先物価格の関係性を収益率とボラティリティの両方から考えてみたい。まず、時点 tに
おいて、原資産の始値と終値から計算した収益率をRtとし、先物価格の収益率を ftとする1。この
とき上式は近似的に

ft = Rt − (δ − r)T

と書くことができる。ここで回帰モデル

ft = αr + βrRt + γr(−T ) + εt　 (2)

を考えると、制約 αr = 0かつ βr = 1が成り立つと予想される。また γrの推定値は (δ − r)の推定
値と解釈できる。ただし、εtは誤差項である。同様に、時点 tにおいて原資産のボラティリティの
推定値をRKtとし、先物価格のボラティリティの推定値をRKf

t とする。このときRKf
t はRKtだ

けでなく満期までの期間の影響を含んでいると考えられる。したがって、回帰モデル

RKf
t = αv + βvRKt + γv1T + γv2T

2 + vt (3)

1リアライズド・カーネルを含めリアライズド・ボラティリティの分析では、前日の終値と当日の終値を用いて日次収
益率を計算するよりも、当日の始値と終値から収益率を計算するほうが適切であることがわかっている。例えば、Hansen
et al. (2012)を参照されたい。
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を考えると、制約 αv = 0かつ βv = 1が成り立つと予想される。ここで vtは誤差項である。

浅井 (2015)では、Barndorff-Nielsen et al. (2008)のリアライズド・カーネルを使って、日経 225
と日経 225先物の収益率について日次のボラティリティを推計し、実証分析を行った。浅井 (2015)
の分析結果から、上記のような制約は成り立っていないものの説明力が非常に高いことがわかった。
12種類の満期のデータについて、収益率のモデルでは自由度調整済み決定係数は 0.84以上あり、ボ
ラティリティのモデルでは 0.91以上であった。この結果を踏まえて、原資産収益率のボラティリティ
の予測値と残存期間のデータを使った先物収益率のボラティリティ予測モデルを提案する。

原資産の取引時点 t (t = 1, 2, . . . )に対応して、先物価格の取引開始時点の前日を t = n0とし、満
期を t = n = n0 + nf とする。したがって先物の取引期間の長さは nf である。

ステップ 1 原資産について、収益率のボラティリティの推計値RKt (t = 1, . . . , n0)を用いて、1期
先の予測値 R̂Kn0+1を求める。標本の大きさを n0に固定したまま 1期進み、次の予測値を求
める。この作業を q + 1回繰り返し、1期先の予測値 R̂Kn0+h (h = 1, 2, . . . , q + 1)を得る。

ステップ 2 先物価格の収益率について、日次のボラティリティRKf
n0+h (h = 1, 2, . . . , q)を求める。

次に回帰モデル

RKf
t = αv + βvR̂Kt + γv1T + γv2T

2 + vt, (t = n0 + 1, n0 + 2, . . . , n0 + q) (4)

を使って、パラメータを推計する。これにより、先物収益率のボラティリティの予測値 R̂K
f

n0+q+1

を求めることができる。

ステップ 3 新たなボラティリティ推計値が得られるたびに qの値を増やし、q = nf − 1となるまで
ステップ 1とステップ 2の予測値を更新する。

本稿の実証分析では q = 5からスタートする。

3 原資産のボラティリティ予測モデル

金融資産の収益率のボラティリティをモデル化する際には、Engle (1982)の ARCHモデルから
派生した条件付き不均一分散モデルや確率的ボラティリティ変動モデルが広く用いられている。例
えばサーベイ論文としてMcAleer (2005)を参照してほしい。また近年、リアライズド・ボラティリ
ティやリアライズド・カーネルのように、ボラティリティの実現値を使ったモデルも使われている。
本稿では、浅井 (2015)に基づきリアライズド・カーネルを使ってモデル化を考える。

確率的ボラティリティ変動モデルではボラティリティを潜在変数として扱っていたが、ボラティリティ
の実現値をそのまま使う場合は、真のボラティリティと実現値の間に当然誤差が生じる。Barndorff-
Nielsen and Shephard (2002)は、これを「実現ボラティリティ誤差」と呼び、パラメータの推定結
果にバイアスが生じることを示した。ただし、Asai et al. (2012a)のシミュレーション結果が示し
ているように、予測モデルを考える場合は「実現ボラティリティ誤差」の影響は軽微である。

近年の研究では、金融資産収益率のボラティリティをモデル化する際に、非対称性と長期記憶性
が取り入れられている2。Asai et al. (2012b)の長期記憶型非対称確率的ボラティリティ変動モデル

2ジャンプを取り入れる研究も増えてきているが、簡単なモデルでの検証を考えているため、ここでは扱わない。

2



先物・オプションレポート 2015年 7月号

（Stochastic Volatility model with Asymmetry and Long memory, ALSV）の応用として、本稿では

Rt = V
1/2
t zt, zt ∼ iid(0,1), (5)

(1 − φL)(1 − L)d(lnVt − μ) = λ1zt−1 + λ2(z2
t−1 − 1) + ηt, ηt ∼ iid(0, σ2

η) (6)

を考える。ただしLはラグ・オペレータであり、dは長期記憶性パラメータである。ボラティリティ
の式の右辺の λ1zt + λ2(z2

t − 1)はエルミート多項式の 2次近似になっていることに注意してほしい。
仮定により、右辺の期待値はゼロで、分散は一定であるので、右辺は ARIMA(1,d,0)モデルの誤差
項とみなすことができる。なお、定常性と反転可能性のために |φ| < 1および |d| < 1/2を仮定する。
ボラティリティの実現値を用いるため、実証分析では Vt = RKtおよび zt = Rt/

√
RKtとする。推

定には、2段階推定法を用いる。第 1段階で局所Whittle推定量 (Local Whittle estimator)により
長期記憶性パラメータを推定し、第 2段階でOLSにより残りのパラメータを推定する。

比較の対象として、Corsi (2009)の非斉次自己回帰 (Heterogeneous AutoRegression, HAR)モデル
とBollerslev and Mikkelsen (1996)のFIEGARCH(fractionally-integarted exponential generalized
ARCH)モデルを拡張したモデルを用いる。まずCorsi (2009)に沿って、過去 h期間にわたる Vtの
平均値を (V )t−1:t−h = h−1

∑h
i=1 Vt−iと定義する。本稿では、非対称 HAR(HAR-A)モデルとして

RKt = αc + βdRKt−1 + βw(RK)t−1:t−5 + βm(RK)t−1:t−22 + λ1Rt−1 + λ2R
2
t−1 + ut (7)

を考える3。ここで、(RK)t−1:t−5と (RK)t−1:t−22は、それぞれ 1週間の平均と 1ヶ月の平均を表し
ていることに注意してほしい。またモデルは制約付き AR(22)モデルと解釈できるので、通常の分
析で用いられるような ARモデルよりも長期にわたる効果を捉えることができる。HAR-Aモデル
の推定には OLSを用いる。また FIEGARCHモデルについては、上記の ALSVモデルを基に考え
る。ALSVモデルのボラティリティの確率変数 ηtをくと、Vtの値は時点 t − 1の情報が与えられれ
ば確定する。これにより、ARCH型の条件付き分散モデルに退化させることができる4。モデルは
擬似最尤法により推定できる。

本稿では、原資産の収益率のボラティリティ予測モデルとして、RK-ALSVモデル、RK-HAR-A
モデルおよび FIEGARCHモデルを用いる。次節では、これらのモデルで日経 225の収益率のボラ
ティリティを予測し、その予測値を使って日経 225先物の収益率のボラティリティを予測する。

4 実証分析

データとして、日経 225の 15秒間隔データと日経 225先物価格の 1分足データを用いて、日次の
収益率とボラティリティを計算した5。これは浅井 (2015)で用いられているデータである。期間は
2012年 1月 4日から 2014年 10月 31日である。日経 225先物の限月は 3月・6月・9月・12月であ
るので、標本期間の後半の満期が 2013年 9月・12月および 2014年 3月・6月・9月・12月につい
て、ボラティリティ予測を行う。

3HAR-Aモデルには、Martens et al. (2009)のように指示関数を用いる特定化もある。
4通常の FIEGARCHと異なるのは、リバレッジ効果の特定化だけである。もとの Bollerslev and Mikkelsen (1996)

は Nelson (1991)と同様に絶対値を使っている。
5日経 225のデータは日本経済新聞社インデックス事業室より、先物価格のデータは大阪取引所より提供して頂いた。
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表 1: 日経 225収益率のボラティリティの 1期先予測の結果

(a) 平均平方予測誤差
データ FIEGARCH RK-HAR-A RK-ALSV
RK 25.891 19.569 18.213

(b) Diebold-Mariano検定
モデル 1 モデル 2 検定統計量 P値　

FIEGARCH RK-HAR-A −1.6890 0.0456
FIEGARCH RK-ALSV −3.3660 0.0004
RK-HAR-A RK-ALSV −1.6684 0.0476

まず n0 = 250として、RK-ALSVモデル、RK-HAR-Aモデルおよび FIEGARCHモデルについ
て、2013年 3月 1日以降の日経 225のボラティリティの 1期先予測値を求めた。平均平方予測誤差
(RMSFE)は、FIEGARCHモデル、RK-HAR-Aモデル、RK-ALSVモデルの順に小さくなってい
る。また、2つの異なるモデルの予測値に差があるかどうかを検証するためにDiebold and Mariano
(1995)の検定を行った。3つのモデルに関して、すべての組み合わせで「予測値に差はない」とい
う帰無仮説は有意水準 5%で棄却された。

表 2: 日経 225先物の収益率のボラティリティの 1期先予測の平均平方誤差

データ AR(1)-A FIEGARCH RK-HAR-A RK-ALSV
RK201309 31.580 29.981 27.223 27.105*
RK201312 21.636 23.480 23.308 17.826**
RK201403 7.9803 8.3802 7.4992 6.2840*
RK201406 6.1994 6.3315 6.4050 5.1506
RK201409 6.8921 8.9260 4.9410 4.0989
RK201412 6.0217 5.7820 5.8207 4.9519*
注) RKf の右肩の数字は、取引終了となる月を示す。また* (**) は
RK-ALSV の予測値と、2 番目に平均平方予測誤差が小さいモデルの
予測値が有意水準 5%(1%)で異なることを示す。

次に第 2節で説明したアプローチで、日経 225先物の収益率のボラティリティの 1期先予測値を
求めた。その際、先物のボラティリティについて、単純なAR(1)モデルに先物の収益率による非対
称性を考慮した項を含めたモデル (AR(1)-A)も予測モデルとして比較対象に含めた。6種類の満期
があるが、いずれの場合も RK-ALSVモデルによる平均平方予測誤差が最も小さかった。さらに 6
種類の満期のうち 4種類について、RK-ALSVの予測値と、2番目に平均平方予測誤差が小さいモ
デルの予測値が有意に異なっていた。

本稿の分析から、AR(1)-Aモデルで日経 225先物のボラティリティを予測するよりも、新たに提
案した方法のほうが優れていることがわかった。特に、原資産である日経 225のボラティリティに
RK-ALSVを使用するとき、平均平方予測誤差が一番小さくなることがわかった。近年の研究では、
ボラティリティのモデル化にジャンプの効果を含める傾向にある。今後は、Andersen et al. (2007)
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を参考に予測モデルにジャンプの効果を取り入れていきたい。
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