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一一
一 子率をRとし，年率 qで連続的に配当が支払われる場合
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の理論先物{面格は，

Ft = Btoe(R-q) (T-t) 

先物理論価格(先渡価格)

原資産価格(日経平均株価等)

Ft 

Bt 

となる。

一般投資家のための

株価指数先物@オプション講座 (17)
年率配当q 

無リスク利子率R 

決済時点

現在時点

T 株個指数先物@オプションの理解に役立つ諸知識第九章

自然対数の底=2.718・..E 先物。オプションの理解を深めるために役立つ

数学

その 1

指数関数(ExponentialFunction) 注)1 

(xξR， a> 0) Y = j(x)ニ αXこれまでの講座の中で数学的知識不足がネックとなっ

指数関数の導関数を考える時ヲ。が特別な値であるもて大枠のイメージは何とかつかめたが具体的にその実感

その特別な値とは，歴史的な理由で自然対のを考える。が得られないのが実状であろう。

数の底と呼ばれる定数であり，万国共通に 6 という文字特に，派生商品関連の本格的な理論の理解にはかなり

で表される。難解な数学的知識が要求される。裏を返せば，派生商品

具体的な値は e= 2.7182818459045… E は無理数でラまずこの数学的な壁を原が解らないという声の多くは，

となることが知られている。因とするものであろう。余程の数学好きでない限りその

( eの性質)

ω出 1+士(=σ

仕組みを聞いただげで理解することは一般的に不可能で

ある。

いうまでもなし昨年の 5月からスタートしたこの講

nh _ 1 

(2) lim -"'-γ二一 1
h→ n 

座は， rわかりやすさJをそのモットーとして進めてき

た。今回の講座もその主旨通り進める予定である。

(3) lim (1十 h)す e
h→日

数学的知識の中で確率。統計の分野は非常に重要な学

これなくして話が進まないといっても過習分野であり， 1. 1， ，1 
l 十一十一十一・十一十

1! '2!η1 (4)g =IE去=
言ではない。

eX は任意の xにおいて微分可能で、ありヲ

d x -，- e 
dx 

今回の講座の進め方であるが，さて，
(指数関数の導関数)

(1)株価指数先物関連
。を 1でない正の定数とすると，

(2)株価指数オプション関連

aX二 exp(logeax)= exp(xlogea)であるから，

長aX =訓 oga

の2部にわけでその中に必要と思われる基本的な数学的

知識を注釈していく。 (¥:f x巴R)

となる。
(1)株価指数先物関連の数学的知識

株価指数先物に関する数学的知識の必要性は，理論先

物価格の算出の際に生じる。

ファイナンスの世界では便宜上無リスクの利子率を連

続で表わすことが多くヲ連続複利ベースでの無リスク利
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ここで，

数学的知識のポイントその 1…ー複利と再投資

について触れておこう。

.-? 
〆

y 

J 

。

1年に (rX100)%の利息を支払う預金に Y円預ける

と，

l年後 (1十r) y 

2年後 (1+r)2Y 

n年後 (1十r)ny 

同様に利息の支払いが半年ごとの預金に Y円預ける

と，

半年後 (1+テ) Y

1年後 (1十す)2y

l年半後 (l+?)3Y

↓ 

n咋年後 (は1十f予)卸
となる。

年利 (rX100)%の利息をh固に分けて支払う場合の元

利合計はラ

1年後 (1十す)ky

↓ 

n年後 (1+す)叫

二~
~ 
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y=ex 

~y=x十 l

ここで hが無限に大きくなる連続複利のケースはヲ

1年後 !きない十す)ky

↓ 

n年後 i民己引(い1+÷引)ドh如n

となる。

Limは極限をとるという意味の (Limitation)の略で

limはhを無限大にするということ O

k→∞ 

これらを、自然対数の底 G の定義を用いて簡単に表す

と.

e=民(1十士)k 

この eを用いて上記の式を書き換えると

1昨年後 !主思剖E訂(1十てf引?ρ)kマY=ど

↓ 

2年後!さま(1十す)巧こ e2γy

↓ 
η年後年利 (rX100)%の利息を連続に支払う

う場合の連続複利のη年後の終価は，

!22(1+す)り=!思(1+号)与rny

= erny 

となる。

話を本題に戻し，上記の数学的知識を加味して理論先

物価格の式を眺めてみればその意味合いが理解できょう。
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(2)株価指数オプション関連の数学的知識

株価指数オプションを理解する上で数学的知識が要求

されるのはやはりオプション価格評髄であろう。

その教材としてブラック e ショーノレズモデルをとりあ

げる。先の講座の中でも触れたがここでもう一度示す。

前提条件

1 株価はその平均と分散が一定。

2 取引コストヲ税金がなし証券はすべて分割可能。

3 株式配当はない。

4 無リスクの裁定機会はない。

5 証券の取引は連続的に行われる。

6 連続複利の短期無リスク利子率 r(年率)は一定。
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ただし，

J 士的/K)+(r+千)t 

叫 σぷ7
佑二 d1- (J'0

N(x) は標準正規累積密度関数

Sは原資産価格(株価指数)

Kは権利行使価格

rは無リスク利子率

Pはプット@オプション価格

Cはコール・オプション価格

σは原資産の予想変動率(ボラティリティ)

tは満期までの年率換算日数

注)2 対数関数 (LogarithmFunction) 

対数関数のうち Gを底とした対数関数をlog"xと表し9

それを自然対数と呼ぶ。微積分法では主として自然対数

のみを扱うので9 底を省略し logxと書く (Natural 

Logarithm)。

logx = logex 

昔ヲ数値計算には常用対数log，oxを常用した。そこで，

log，oxの底10を省略して単にlogxとも書く習慣があった。

その頃にはlogxとあると常用対数なのか自然対数なのか

を判別する必要があった。 logexのことをlnん ln(x)と書

くこともある。

x> 0の範囲で9

4=iogz=i 
ビlX X 

(対数関数の導関数)

y = logxとすると x eY であり 9

逆関数の微分法の定理からヲ

必乙 1 1一一」一一」←ZJ logx-dz-豆;c ~~Y eY x 
ののし

となるo

Z 宇 Oならばヲ

長logI x I =士
対数の底の変換公式によれば logaxニ 1盟主であるこ

logy 

とに詮意すると 9

G を1でない正の定数とすると，

昔切ニムz川

(一般の対数関数の導関数)

Gが任意の実数ならば9

x> 0において， ιxaこが 1

ax 

となる。

上記の評価式(コール@オプション)の意味合いを説

明するとヲ N(d)は現在の株価から考えて満期時点で行

使価格を超える確率のようなものと考えればよい(権利

行使される確率)。

すなわちヲ株価が行使価格より遥かに高い時(ディー

プ@イン。ザ。マネーの状態)はその権利行使される確

率が高いわけで，当然その確率分布である累積密度関数

(N (d))はlに近くなる。逆に株価が権利行使価格より

相当低い場合(ディープ@アウトーオプ a ザ・マネー状

態)は権利行使される確率は低く N(d)はOに近くなる。
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下の式で表される。

7teゅ(ーヲど)此満期時にイン。ザ@マネーであっ

従って9

た時に受け取る株式の現在価値
SN (dr) 

σ2分散μ平均満期時にイン@ザ)マネーであっ
X-e-吋N(dz)

z円周率 (3.14・H ・..) た時に支払う行使価格の現在価値

と説明できょう。

exp {けはe 自然対数の底 (2.718・・…・)という数をボラティリティは与えてやる必要がある。ただし，

e {.}という指数関数を表すものである。たとえば，考え，

exp {I} = 2. 718……であり， exp {2}= 7.389……となここで，

る。数学的知識のポイントその 2…正規分布(ガウス分布)

dxは小さな区聞を表し，このような区間を表すことでに触れてみる o

上のj(χ)dxの式は確率を表す。正規分布とは， 18世紀にイギリスの数学者ド@モアブ

その後:ガウスやラプラスルにより数学的に定式化され，

正規分布は 2つのパラメータ平均と分散のみに依存しにより確率論的な立場から研究がなされた。

これらはそれぞれ正規分布の平均と分散に対応ている。正規分布の形状は単峰ラ左右対称で富士山のようにそ

N(μσ2)というN ormal distributionのNをとって，しヲの裾野が滑らかでしだいに横軸に接近していくような理

記号を用いて表す。想形の分布である。

正規分布の確率密度関数をj(x)としてヲ j(x)dxは以

μ+3σ 

三回

μ十 2σ

ヲ

μ+σ 
ヘ

4 

、J
"7 

μ 

μ σ  

廷

正規分布曲線

μ-2σ 
...-r 

廷
約 68 .% 

約 95 3/o 

約 99 . 7 % 

これをj(x)dxの式に代入するとラ

1 Z2 i守

;J 27t exp l -2  J ClZ 

ここで平均を中心に標準偏差を単位としてみれば，

となり 9 平均や標準偏差に依存しなくなる。

標準正規分布と呼ばれるものは平均が Oで分散が 1の

ものである。

定の長さの区間上の酉積はいずれの正規分布においても

そこで変数変換をして zが σの何倍の値であるか解

x-μ 
Z 一一一一~一一

σ 

り易く示したものが次の式である。

3ν
 し等
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注)3 分布上の中心を表す尺度

モード

最も頻度の高い値(最頻値)。

メディアン

データを小さい方から並べた時にちょうど中央に

くるデータのイ直。

平均

μ = 2:Xi"ρz 

f(i)を第t番目の度数Nをデータの総数とし，相

対頻度を兵二手

注)4 分布のばらつきを表す尺度

平均偏差

データが平均からどれだけ離れているかを示す。

Sニヱ IXi一μIPi 

分散

個々のデータが平均からどの程度離れているかを

考え，それをデータのスコアとみなし 2乗値の平

均を求めたもの。

S2 =乏(Xi μ)2Pi 

[訂正]
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図 1 規制緩和期

縦軸目盛り (誤) 0 1000 2000… 8000 

(出来高) (正) 0 10000 20000… 80000 

標準偏差

分散の単位はデータの 2乗になり，その値の意味

が直感的につかみにくいのでその平方根をとりヲデ

ータの単位にもどす。

内側四分位レンジ

データの最大値と最小値の差を 4等分し，ぱらつ

き具合をとらえる。

変動係数

平均に対する相対的なばらつき度を表し，標準偏

差を平均で害1ったもの。

数学の知識はあればあるほど役立つのだが，詳しく理

解しようとすればするほど複雑になっていく。

今回はとりあえず必要と思われるものをとりあげてみ

。
た

日本債券信用銀行
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エクイティ。トレーディングチーム

ストラテジスト城下関応


