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1. はじめに

前号では, ハミルトニアン・モンテカルロ (Hamiltonian Monte Carlo, 以下 HMC) 法

について概観し, 確率的ボラティリティ変動モデル (Stochastic Volatility Model, 以下 SV

モデル) によるテストデータを用いて HMC 法の有効性を検証した. 本稿では, 非対称 SV

(以下 SVL) モデルを用いて日経 225 先物と TOPIX 先物の日次収益率について HMC 法

による実証分析を行う. 日経 225 先物等のリスク資産収益率データを使用した SVL モデ

ルによる実証分析には先行研究があるので, 先行研究と比較することで HMC 法の有効性

についても議論する.

2. 日次収益率の計算方法

ここでは, 日経 225 先物と TOPIX 先物の日次収益率 (%) の求め方について述べる. St

を t 時点の日経 225 先物の株価とするとき, t 時点の日経 225 先物の日次収益率 yt は以

下のようになる．

yt = (lnSt − lnSt−1)× 100 . (1)

また, Indext を t 時点の TOPIX 先物の水準とするとき, t 時点の TOPIX 先物の日次収

益率 yt は以下のようになる．

yt = (ln Indext − ln Indext−1)× 100 . (2)

3. 実証分析

3.1. データ

(1) 式と (2) 式で定義されるそれぞれの日次収益率の算出には, Bloomberg から取得し

た日経 225 先物と TOPIX 先物の中心限月の終値を用いた. ただし, 日中に取引される日

経 225 先物と TOPIX 先物を研究対象とし, ナイト・セッションに関しては研究対象とし
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ない1). データの期間は 2017 年 1 月 4 日から 2019 年 12 月 30 日までである. そして,

それぞれの日次収益率のサンプル期間は 2017 年 1 月 5 日から 2019 年 12 月 30 日まで

であり, 観測個数は 732 である.

表 1 に日経 225 先物と TOPIX 先物の日次収益率の要約統計量を示す. 日経 225 先物

と TOPIX 先物の日次収益率の歪度はそれぞれ –0.6826 と –0.6395 であり, 日経 225 先

物と TOPIX 先物の日次収益率の分布はどちらも左に歪んでいることが分かる. また, 日

経 225 先物と TOPIX 先物の日次収益率の超過尖度はそれぞれ 3.5420 と 3.8176 であり,

これは「正規分布の超過尖度 = 0 」より大きいので日経 225 先物と TOPIX 先物の日次

収益率の分布はどちらも正規分布よりも裾が厚いことが分かる.

表 1: 日経 225 先物と TOPIX 先物の日次収益率の要約統計量

2017/1/5 – 2019/12/30 観測個数 732

平均 標準偏差 歪度 超過尖度 最大値 最小値

日経 225 先物 0.0292 1.0169 –0.6826 3.5420 3.1974 –5.5370

TOPIX 先物 0.0170 0.9533 –0.6395 3.8176 3.8552 –5.5009

3.2. 実証結果

HMC 法によるベイズ推定においては, 稼働検査期間として最初の 10,000 個を捨てた後,

100,000 個の確率標本を発生させ 5 つおきに合計 20,000 個の結果を用いた. なお, 本稿に

おける数値計算は全て C 言語を用いている.

本稿では,パラメータ θ = (ϕ, ση, ρ, µ)に加え,ボラティリティの対数値 h = (h1, · · · , hn)

を潜在変数としてサンプリングしている. HMC法では複数の確率変数を一度にアップデー

トしても採択確率が低下しないので, パラメータ θ と ボラティリティの対数値 h をそれ

ぞれ同時にアップデートしている. 表 2 に HMC 法でサンプリングしたパラメータ θ とボ

ラティリティの対数値 h の採択確率を示す. 表 2 から, パラメータ θ の採択確率は, 日経

225 先物と TOPIX 先物のどちらの場合でも 93 % 以上と高い値である. また, ボラティ

リティの対数値 h の採択確率は, パラメータ θ よりも更に高く, 99 %以上である.

表 2: θ と h の採択確率

θ h

日経 225 先物 93.6 % 99.9 %

TOPIX 先物 93.6 % 99.9 %

1)本研究では, CME (Chicago Mercantile Exchange) や SGX-DT (Shingapore Exchange Derivatives
Trading Limited) で取引されている日経 225 先物も対象外とする.
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(1) 日経 225 先物

図 1 に HMC 法によるベイズ推定により得られた日経 225 先物の標本自己相関関数, 標

本経路, 事後確率密度関数を示す. 標本自己相関関数はいずれのパラメータにおいても十

分に減衰していることが分かる. これより HMC 法によりサンプリングされたパラメータ

の定常分布への収束は十分に速いと言える. また, いずれのパラメータの標本経路も安定

した動きで十分に状態空間全体を推移していると見なし得ることから, 定常分布に収束し

ていると考えられる.

図 1: 日経 225 先物を用いた SVL モデルの推定結果

標本自己相関関数 (上段), 標本経路 (中段), 事後確率密度関数 (下段).

表 3: 日経 225 先物の日次収益率を用いた SVL モデルの推定結果

yt = exp(ht/2)ut,

ht+1 = µ+ ϕ(ht − µ) + ηt,(
ut

ηt

)
∼ i.i.d.N

([
0

0

]
,

[
1 ρση

ρση σ2
η

])
.

ϕ ση ρ µ

事後平均 0.8536 0.4422 –0.5667 –0.2810

事後標準偏差 0.0475 0.0801 0.0475 0.1211

95%信用区間 [0.7702, 0.9266] [0.3191, 0.5834] [–0.7121, –0.4044] [–0.4775, –0.0836]

非効率性因子 14.2 23.8 13.3 4.2
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表 3 に日経 225 先物の日次収益率を用いて推定されたパラメータ θ の事後平均, 事後

標準偏差, 95% 信用区間, 非効率性因子を示す. ここではファイナンスで重要な 2つのパ

ラメータ ϕ と ρ について詳しく検証する.

最初に, ボラティリティに対するショックの持続性を表すパラメータ ϕ について検証す

る. 表 3 から ϕ の事後平均は 0.8536 と 1 に近いことから, ボラティリティに対するショッ

クが高い持続性を持つことが分かる. この結果は過去の研究2) と整合的な結果となってい

る. さらに, ボラティリティに対するショックの持続性について調べるために, 図 2 にボラ

ティリティの対数値 h の自己相関関数 (Autocorrelation function, 以下 ACF) を示す. こ

こでは, ボラティリティの対数値 h の事後平均を用いている. 図 2 からボラティリティの

対数値 h の ACF の減衰が非常に遅いことが分かる. これは, ボラティリティの対数値 h

が長期記憶性を持つことを示している. SVL モデルでは, パラメータ θ に加え, ボラティ

リティの対数値 h も潜在変数として推定している. 従って, ϕ の事後平均によるボラティ

リティに対するショックの持続性が高いという結果とボラティリティの対数値 h の ACF

から得られた h が長期記憶性を持つという結果は整合していることから, ボラティリティ

の対数値 h の推定も十分良い結果であると考えられる.

図 2: 日経 225 先物のボラティリティの対数値 h の ACF (2017/1/5 – 2019/12/30)

次に, 日経 225 先物の日次収益率とボラティリティとの間の相関を表すパラメータであ

る ρ について検証する. ρ の事後分布は –0.5667 と負の値であり, さらに, その 95% 信用

区間も [–0.7121, –0.4044] であることから ρ が負である事後確率は 95 % より大きいと言

える. ρ が負であることから, 日経 225 先物の日次収益率とボラティリティの対数値との

間には負の相関があることが検証された. さらに, 日経 225 先物の日次収益率とボラティ

リティの対数値との関係を調べるために, 図 3 に日経 225 先物の日次収益率とボラティリ

ティの対数値 h のグラフを示す. 図 3 の青線とオレンジ線はそれぞれ日経 225 先物の日

次収益率とボラティリティの対数値である. なお, ボラティリティの対数値 h には事後平

均を用いた. 図 3 から, 日次収益率が低いところでボラティリティが高く, また, その逆の

傾向を見て取ることができる. 従って, 図 3 からも, 日経 225 先物の日次収益率とボラティ

リティとの間に負の相関があることが分かる. なお, HMC 法で推定されたパラメータ θ

は先行研究3) と整合的な結果となっている.

2)Jacquier et al. (1994) は, それまでの SV モデルを推定した文献をサーベイし, ϕ の推定値には 0.8 か
ら 0.995 までの値が得られているとしている.

3)例として, 三井 (2018)を参照.



先物・オプションレポート 2020 年 3 月号 5

図 3: 日経 225 先物の日次収益率とボラティリティの対数値 h (2017/1/5 – 2019/12/30)

最後に, HMC 法の非効率性因子の値はあまり大きくなく, 最も大きい ση であっても 24

程度であり, この結果は先行研究4) と整合的である.

(2) TOPIX 先物

図 4 に HMC 法によるベイズ推定により得られた TOPIX 先物の標本自己相関関数, 標

本経路, 事後確率密度関数を示す. 図 4 から標本自己相関関数の収束性や標本経路の傾向

等は, 日経 225 先物と同様の振る舞いを示していることが分かる.

図 4: TOPIX 先物 を用いた SVL モデルの推定結果

標本自己相関関数 (上段), 標本経路 (中段), 事後確率密度関数 (下段).

表 4 に TOPIX 先物の日次収益率を用いて推定された事後平均, 事後標準偏差, 95% 信

用区間, 非効率性因子を示す. 日経 225 先物と同様に ϕ と ρ の推定結果について検証する.

4)例として, 大森・渡部 (2008)を参照.
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最初に, ボラティリティに対するショックの持続性を表すパラメータ ϕ について検証す

る. 表 4 から ϕ の事後平均は 0.8492 と 1 に近いことから, TOPIX 先物も日経 225 先物

と同様にボラティリティのショックが高い持続性を持つことが分かる.

表 4: TOPIX 先物の日次収益率を用いた SVL モデルの推定結果

yt = exp(ht/2)ut,

ht+1 = µ+ ϕ(ht − µ) + ηt,(
ut

ηt

)
∼ i.i.d.N

([
0

0

]
,

[
1 ρση

ρση σ2
η

])
.

ϕ ση ρ µ

事後平均 0.8492 0.4422 –0.5945 –0.4290

事後標準偏差 0.0460 0.0767 0.0926 0.1249

95%信用区間 [0.7701, 0.9215] [0.3197, 0.5714] [–0.7344, –0.4319] [–0.6149, –0.2405]

非効率性因子 16.1 25.6 14.5 4.0

ボラティリティに対するショックの持続性を検証するために, 図 5 に TOPIX 先物のボ

ラティリティの対数値 h の事後平均による ACF を示す. なお, ショックの持続性の違い

を見るために, 図 5には TOPIX 先物と日経 225 先物の両方のボラティリティの対数値 h

の ACF を示している. 図 5 から 2 つの特徴を見ることができる. 一つ目の特徴は, 日経

225 先物の日次収益率の結果と同様に, TOPIX 先物のボラティリティの対数値 h の ACF

の減衰が非常に遅いことである. これより, TOPIX 先物の日次収益率でもボラティリティ

の対数値 h の推定も十分良い結果であると言える. 二つ目の特徴は, TOPIX 先物による

ボラティリティの減衰が日経 225 先物のボラティリティのそれよりも若干遅いということ

である.

図 5: TOPIX 先物と日経 225 先物のボラティリティの対数値 h の ACF

(2017/1/5 – 2019/12/30)

次に, TOPIX 先物の日次収益率とボラティリティとの間の相関を表とすパラメータで

ある ρ について検証する. ρ の事後分布は –0.5945 と負の値であり, さらに, 95% 信用区

間も [–0.7344, –0.4319] であることから ρ が負である事後確率は 95 % より大きいと言え
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る. 従って, ρ が負であることから, 日経 225 先物と同様に TOPIX 先物の日次収益率と

ボラティリティの対数値との間には負の相関があることが検証された. さらに, TOPIX 先

物の日次収益率とボラティリティの対数値との関係を調べるために, 図 6 に TOPIX 先物

の日次収益率から推定されたボラティリティの対数値 h のグラフを示す. 青線とオレンジ

線はそれぞれ TOPIX 先物の日次収益率とボラティリティの対数値の事後平均である. 図

6 から, 日次収益率が低いところではボラティリティが高く, また, その逆の傾向を見て取

ることができる. 従って, 図 6 からも, TOPIX 先物の日次収益率とボラティリティとの間

に負の相関があることが分かる.

図 6: TOPIX 先物の日次収益率とボラティリティの対数値 h (2017/1/5 – 2019/12/30)

非効率性因子の値は, 日経 225 先物と同様にあまり大きくなく, 最も大きい ση であっ

ても 26以下である.

4. まとめ

本稿は, HMC 法を用いて SVL モデルにより日経 225 先物と TOPIX 先物の日次収益

率を用いて実証分析を行った. HMC 法を用いた日経 225 先物の日次収益率データによる

SVL モデルのパラメータの推定結果は, 先行研究と整合的であることが分かった. また,

TOPIX 先物の日次収益率データによる SVL モデルのパラメータ ϕ と ρ に関しては, 日

経 225 先物の日次収益率データによる SVL モデルのパラメータと同様な傾向を示すこと

が分かった. さらに, MCMC 法の効率性を示す非効率性因子から, HMC 法が他のサンプ

リング法と比較しても十分有効であることも分かった.

今後の課題としては, 計算精度と計算の収束性の向上5) が挙げられる. 計算精度の向上

に関しては, Leapfrog法を行う際のパラメータ（更新回数と更新の大きさ）を自動的に決

定するNo-U-Turnアルゴリズム6)を導入する必要がある. また, 計算の収束性を改良する

試みとして, 高次元パラメータ空間のリーマン幾何学を活用し効率的なサンプリングを行

5)収束とは定常分布へ達することを指し, 計算の収束性の向上とは稼働検査期間の短縮を意味する.
6)詳しくは, Hoffman and Gelman (2014)を参照.
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えるリーマン多様体 HMC法7) 等が提唱されている. これらの方法について今後検討する

必要があると考えられる.
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