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1. はじめに

前号では, 誤差項の分布に t 分布1) を仮定した場合の SV (Stochastic Volatility) モデ

ルと SVL (SV with Leverage) モデルについて説明し, HMC (Hamiltonian Monte Carlo)

モデルによるベイズ推定に関して解説を行なった. また, 本稿で使用した日経平均VI先物

のデータを紹介した. 第 2 回では, 日経平均 VI先物の収益率を用いた HMC 法によるベ

イズ推定の実証分析と推定結果について述べる.

2. 実証分析

(1) HMC 法によるベイズ推定

HMC 法によるベイズ推定においては, 稼働検査期間 (burn-in period) として最初

の 10,000 個を捨てた後, 100,000 個の確率標本を発生させ, マルコフ連鎖モンテカルロ

(Markov Chain Monte Carlo; 以下, MCMC) の標本の独立性を保証するため標本の抽出

は 5 つおきに合計 20,000 個の結果を用いた. また, 同時に走らせる MCMC の数 (チェー

ン数) は 3 とした. なお, 本稿における数値計算は全て C 言語を用いている.

本稿では,パラメータ θ = (φ, ση , ρ, μ)に加え,ボラティリティの対数値 h = (h1, . . . , hn)

と z = (z1, . . . , zn) を潜在変数としてサンプリングしている. HMC 法では複数の確率変

数を一度にアップデートしても採択確率が低下しないので, θ, h, z をそれぞれ同時にアッ

プデートしている. 表 1 に HMC 法でサンプリングした θ, h, z の採択確率を示す. θ の

採択確率は, SVn モデル, SVt モデル, SVLt モデルが 99.9%と高い値である. また, SVLt

モデルも 99.8% と高い値である. h と z の採択確率は, いずれのモデルにおいても 100%

となっている.

前号の HMC 法の運動方程式 (15), (16)式は解析的には解くことができないので, 数値

解としてリープフロッグ (leapfrog) 法により求められる. リープフロッグ法には 2 つの任

意パラメータ ( , τ) があり,  は仮想的な微小時間を表すステップサイズ, また, τ は時間

ステップの回数をそれぞれ表す. HMC 法では ( , τ) を設定する必要があり, 経験上,  は

小さく, τ を大きくすると標本経路が状態空間を万遍なく十分に訪れると考えられている.

潜在変数 h, z とパラメータ θ をアップデートする際に用いる任意パラメータ ( , τ) には,

(0.05,1, 000) と (0.01,5, 000) を用いた.

1)前号の (5) 式での
√

ztut は, zt ∼ i.i.d.IG(ν/2, ν/2) のとき, 自由度 ν の t 分布に従う.
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表 1: θ, h, z の採択確率

θ h z

SVn モデル 99.9 % 100.0 % —

SVLn モデル 99.9 % 100.0 % —

SVt モデル 99.8 % 100.0 % 100.0 %

SVLt モデル 99.9 % 100.0 % 100.0 %

(2) 収束判定

HMC 法の妥当性を調べるために, サンプリングによって得られた値が, ある事後分布に

収束しているかどうかを判断する必要がある. 収束を判断するにはいくつかの方法がある

が, 本稿ではサンプリングしたパラメータの標本自己相関関数, 標本経路, 事後確率密度関

数のプロットによる目視による判定と, Gelman-Rubin 統計量を併用しての判定を行なう.

Gelman-Rubin 統計量が 1 に近い場合, 連鎖が定常状態に収束していると判断できる2) .

3. 推定結果

図 1 に日経平均VI先物の日次収益率を用いた SVLn モデルの標本自己相関関数, 標本

経路, 事後確率密度関数を示す.

図 1: 日経平均 VI 先物の日次収益率を用いた SVLn モデルの推定結果

標本自己相関関数 (上段), 標本経路 (中段), 事後確率密度関数 (下段)

図 1 の標本自己相関関数より, いずれのパラメータにおいても十分に減衰していること

2)詳しくは, Gelman and Rubin (1992), Gelman (1996) を参照.
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が分かる. これより HMC 法によりサンプリングされたパラメータの定常分布への収束

は十分に速いと言える. また, いずれのパラメータの標本経路も安定した動きで十分に状

態空間全体を推移していると見なし得ることから, 定常分布に収束していると考えられる.

また, 図 2 に SVLt モデルの推定結果を示す. SVLt モデルの場合も, SVLn モデルと同様

な結果が得られている.

図 2: 日経平均 VI 先物の日次収益率を用いた SVLt モデルの推定結果

標本自己相関関数 (上段), 標本経路 (中段), 事後確率密度関数 (下段)

表 2: Gelman-Rubin 統計量

φ ση ρ μ ν

SVn 1.0000 1.0005 1.0001

SVLn 1.0003 1.0005 1.0001 1.0001

SVt 1.0007 1.0017 1.0000 1.0011

SVLt 1.0001 1.0002 1.0001 1.0000 1.0002

表 2に SVnモデル, SVLnモデル, SVtモデル, SVLtモデルの各パラメータの Gelman-

Rubin 統計量を示す. 表 2 から, いずれのパラメータの Gelman-Rubin 統計量もほぼ 1

に近い値であることが分かる. したがって, 得られた標本系列は不変分布に十分収束して

いると言える.

表 3 に日経平均 VI 先物の日次収益率を用いた SVn モデル, SVLn モデル, SVt モデル,

SVLt モデルの推定結果を示す. 各パラメータの一行目は事後平均および事後標準偏差, 2

行目は 95% 信用区間, 3行目は非効率的因子 (inefficiency factor) である. ボラティリティ



先物・オプションレポート 2021年 1月号 4

表 3: 日経平均 VI 先物の日次収益率を用いた推定結果

1 行目: 事後平均および事後標準偏差, 2 行目: 95%信用区間, 3 行目: 非効率因子

パラメータ SVn SVLn SVt SVLt

0.7952 (0.0438) 0.8141 (0.0360) 0.7970 (0.0436) 0.8048 (0.0370)

φ [0.7067, 0.8778] [0.7400, 0.8818] [0.7234, 0.8663] [0.7288, 0.8742]

7.8 4.6 6.7 4.1

0.6479 (0.0665) 0.6103 (0.0602) 0.6457 (0.0661) 0.6532 (0.0592)

ση [0.5223, 0.7829] [0.4958, 0.7319] [0.5388, 0.7581] [0.5403, 0.7740]

12.7 7.4 8.3 8.3

–0.3633 (0.0771) –0.4252 (0.0800)

ρ [–0.5093, –0.2073] [–0.5755, –0.2632]

5.5 8.5

3.2028 (0.1071) 3.2545 (0.1033) 3.2014 (0.1074) 3.2680 (0.1030)

μ [2.9914, 3.4141] [3.0514, 3.4573] [3.0262, 3.3789] [3.0671, 3.4731]

4.4 3.3 2.2 3.0

6.4789 (1.2309) 8.2908 (1.7249)

ν [4.7901, 8.7266] [5.6508, 12.4243]

21.9 26.8

対数周辺尤度 4880.91 4726.31 6134.21 5817.50

に対するショックの持続性を表すパラメータ φ についてみると, φ の事後平均はどのモデ

ルでも 0.8 前後の値であり, ボラティリティの高い持続性が現れている. SVLn モデルと

SVLt モデルによる日経平均 VI 先物の日次収益率とボラティリティとの間の相関を表す

パラメータである ρ について検証すると, ρ の事後分布は各々, −0.3633, −0.4252であり,

さらに, 95% 信用区間が各々, [−0.5093,−0.2073], [−0.5755,−0.2632] であることから ρ

が負である事後確率は 95 % より大きいと言える. したがって, ρ が負の値であることか

ら, 日経平均 VI 先物の日次収益率とボラティリティの対数値との間には負の相関がある

と考えられ, レバレッジ効果の存在が示された. ν の事後平均については, SVt モデルでは

6.7489 であり, SVLt モデルでは 8.2908 であった. そのため正規分布よりも裾が厚い分布

を捉えており, 日経平均 VI 先物の日次収益率の分布は裾が厚いことを示している. また,

いずれのモデルにおいても非効率性因子の値はあまり大きくない結果となっており, HMC

法が他の MCMC 法と比較しても有効であることを示唆している. 対数周辺尤度3) をみる

と, 誤差分布が正規分布よりも t 分布の方が対数周辺尤度の値が高く, レバレッジ効果が

無いモデルの方が対数周辺尤度の値が高くなる傾向がある. また, SVt モデルの対数周辺

尤度が 4 つのモデルの中で最も大きいことが分かる. したがって, 日経平均 VI 先物の日

3)詳しくは, Newton and Raftery (1994)を参照.
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次収益率に対しては, SVt モデルが最もあてはまりが良いモデルであると考えられる.

4. まとめ

本稿では, HMC 法を用いて SV モデルにより日経平均 VI先物の日次収益率データを使

用して実証研究を行なった. 日経平均 VI 先物は, 原資産が伝統的資産ではなくボラティリ

ティを原資産とするが, SVモデルにより分析できることが確認された. また,レバレッジ効

果の存在や誤差分布が正規分布よりも t 分布の方がモデルの当てはまりが優れていること

が明らかとなった. さらに, SV モデルに対して HMC 法によるベイズ推定は有効であるこ

とが検証された. 今後の課題としては, HMC 法と Gibbs Sampler や Metropolis-Hastings

等の他の MCMC 法と効率性の比較を行なうことやリープフロッグ法による SV モデルの

ベイズ推定への影響を検証すること4) が考えられる.
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