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分散リスク・プレミアム

一橋大学経済研究所教授 渡部敏明

� はじめに

アメリカのシカゴ・ボード・オプション取引所 ���	
�では、�
�と呼ばれるボラティリティの指

標を計算している。これは ������オプション価格から計算したボラティリティであり、投資家が今後

������指数がどの程度変動すると予想しているかを表しているので、「恐怖指数」とも呼ばれ、注目を

集めている。日本でも日経 ���オプション価格から計算された日経 �
の先物取引が行われている。

これらのボラティリティは �つの重要な特徴を持つ。一つは、従来のブラック・ショールズ・モデル

を前提としていないことであり、そのため、「モデル・フリー・インプライド・ボラティリティ」とも呼

ばれる。ブラック・ショールズ・モデルは、原資産価格のボラティリティをオプションの満期まで一定

であると仮定するので、ボラティリティが時間を通じて変動するなら正しくない。それに対して、�
�

や日経 �
はボラティリティの変動を許容して計算されている。もう一つは、�
�や日経�
の �乗は現

在から �ヶ月先までの原資産価格変化率の分散の危険中立測度の下での期待値の近似値になっているこ

とである。そこで、�
�や日経�
の �乗から現在から �ヶ月先までの原資産価格変化率の現実の測度の

下での期待値を引くと分散リスク・プレミアムを計算できる。この分散リスク・プレミアムについては

現在盛んに研究が行われており、将来の景気や金融市場の予測に有用であることが明らかになってきて

いる�。

本稿では分散リスク・プレミアムの計算方法について解説し、日経 ���の分散リスク・プレミアムを

計算する。分散リスク・プレミアムの計算には、現在から �ヶ月先までの原資産価格変化率の現実の測度

の下での期待値を計算する必要があるが、日中の高頻度データから計算される �������� ���������� ����

を用いて、現在から �ヶ月先までの月次 ��の期待値 �予測値� として計算することが多い。そのために

は、��の変動をモデル化する必要があり、分散リスク・プレミアムの計算では、����� ������ によって

提案された � � �!�����"�#��$� �#���%�� �$����"�����%�� モデルやそれを拡張したモデルがよく用いら

れる。本稿ではそうしたモデルを用いた分散リスク・プレミアムの計算方法を説明する。

本稿の構成は以下の通りである。まず第 �節で分散リスク・プレミアムを定義し、続く第 &節でその

計算方法を説明する。第 �節で日経 ���の分散リスク・プレミアムを計算し、最後に、第 �節で今後の

研究課題について述べる。

�本研究について、生方雅人氏（釧路公立大学）から有益なコメントをもらった。記して感謝したい。
�詳しくは、������� ��� 	������
 ��
��� を参照されたい。
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� 分散リスク・プレミアム

原資産価格 ��が以下の拡散過程に従うものとする。

������ ' ����( ����� ���

ここで、��はドリフト、��は瞬時的ボラティリティ、��は標準ブラウン運動である。ジャンプを加え

ることもできるが、ここでは簡単化のため、ジャンプは考えない。

このとき、�期から �( � 期までの原資産価格変化率の分散は以下のように表せる。
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これは瞬時的ボラティリティ��� を積分したものなので、
#��"����� ���������� �
�� と呼ばれる。


������ の危険中立測度、現実測度の下での期待値をそれぞれ 
�� )
������ *、
�� )
������ *で表すと、分

散リスク・プレミアムはそれらの差として定義される。
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以下では、� ' �� ��ヶ月� とする。

� 分散リスク・プレミアムの計算法

�
�や日経 �
はオプション価格から 
�� )
�������*の近似値を計算し、平方根をとったものである�。

そこで、�
�や日経 �
を �乗すれば、
�� )
�������*を計算できる。ただし、�
�や日経 �
は年率化さ

れているので、月次の値にするためには、さらに ��で割る必要がある。また、
�� )
�������*は厳密には

オプション価格を権利行使価格の �乗で割ったものを権利行使価格で積分したものになるので、実際に

計算する場合は、積分を総和で近似する必要がある。�
�や日経�
では市場で取引されているオプショ

ンだけを用いた総和で近似しており、そうすると近似誤差が大きくなる可能性がある。+��#" �#� ,��#

�����- ���.�は近似精度を上げるために、取引されていない権利行使価格とそのオプション価格を補間

および補外する方法を提案している。大阪大学金融保険教育研究センター ���/
� が補間および補外を

行った��+を計算しているので、次節の日経 ���の分散リスク・プレミアムの計算では、��+を �乗し

��で割ったものを用いている。��+の計算方法については、/$0���1� �� ��2 ������ を参照されたい。


�� )
�������*の計算は、日中の高頻度データから計算される ��を用いることが多い。いま、第 �日の

日中の �個の価格変化率データ
�
��������
 ��������
 
 
 
 
 ��

�
が与えられているとする。このとき、それ

らを �乗して足し合わせた
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�詳しくは、渡部 ��
���を参照されたい。
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を第 �日の��という。もし価格にノイズがなければ、���式で定義される���は- ���とすると、���

式で定義される �日の真のボラティリティ
������に確率収束する。そこで、�が十分大きいなら、���

は 
������の精度の高い推定量となり、
�� )
�������* ' 

�
� )
���

	������	*として計算できる。

しかし、実際の高頻度の資産価格はマイクロストラクチャー・ノイズ�を含むので、���はバイアスを

持ち、���としても���は 
������に収束しない。そこで、次節の日経 ���の分散リスク・プレミア

ムの計算では、マイクロストラクチャー・ノイズによるバイアスを考慮した �������� 3��#�� ��3� を用

いている。�3について詳しくは、���#���456�����# �� ��2 ����7- ����� を参照されたい。

第 �日のボラティリティを �� �日の終値から �日の終値までのボラティリティと定義すると、�� �日

の終値から �日の始値までの間も考慮に入れなければならないが、その間は取引がないので、高頻度の

リターンを計算することができない。また、 日本の株式市場では昼休みがあるので、その間も同様であ

る。 夜間や昼休みのリターンは時間間隔が長いので、そのまま �乗して加えると、 時間の離散化によ

る誤差が大きくなる。また、夜間や昼休みのリターンを無視すると、 それらの時間帯を含む �日のボラ

ティリティを過小評価してしまう。

��#��# �#� 8$#�� ������ は以下のように最初に昼休みと夜間を除いて計算した ��
�
�
� に日次リター

ン��の標本分散と ��
�
�
� の標本平均の比を掛けるという方法を提案している。
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ここで、�は日次リターンの標本平均を表す。この方法を用いると、 ��の標本平均と日次リターンの

標本分散が等しくなる。次節では、この方法を用いて �3を調整している。
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	������	*を計算するためには ��の変動を表すモデルが必要になる。��の変動を表すモデル

はいくつか提案されているが�、分散リスク・プレミアムの計算によく使われるのは、����� ������ に

よって提案された � � �!�����"�#��$� �#���%�� �$����"�����%�� モデルやそれを拡張したモデルである。

� �モデルは以下の式で表される。
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ここで、���
�
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	������	 であり、� ' �の場合は週次 ��、� ' ��の場合は月次 ��に対応す

る。誤差項 ��は独立な正規分布に従うと仮定する。

このモデルは、市場には様々な投資期間を持つ投資家がいるので、日次 ��を過去の日次 ��だけで

なく、過去の週次や月次 ��にも依存させる。��は自己相関の減衰のスピードが遅く、長期記憶性を持

つとする研究も少なくない。� �モデルは長期記憶モデルではないが、���は ��期前の ������の値

まで依存することになる。アドホックなモデルではあるが、いくつかの研究で、このモデルのボラティ

�詳しくは� �����
�� 
� ��� ������ を参照されたい。
�渡部 ��

�� を参照されたい。
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リティの予測精度が悪くないことが示されている
。�9�式では、��の対数を取っているが、対数を取

らないモデルもある。対数を取らないと ��の予測値が負になる可能性があるのと、対数を取った方が

分布が正規分布に近くなるので、ここでは対数を取ったモデルだけを考える。

このモデルを使って 
�� )
���

	������	*を計算するためにはシミュレーションが必要なので、以下のよ

うに修正したモデルが使われることが多い。
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	��������	 と定義する。そうすると、
�� )

���
	������	* ' 
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�
とな

り、それは以下のように計算できる。

)� * �期までのデータを使って ��	
 
 
 
 
 ���を最小２乗推定し�、残差分散を計算する。

)� * )�*で推定した ��	
 
 
 
 
 ���の推定値 � :�	
 
 
 
 
 :���と残差分散 :��� を用いて以下の計算を行う
�。
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ここで、
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� 日経���の分散リスク・プレミアム

本節では、前節で説明した方法に基づいて日経 ���の分散リスク・プレミアムを計算する。
�� )
�������*

には、大阪大学金融保険教育研究センター ���/
�の��+を�乗し��で割ったものを用いた。
�� )
�������*

の計算には、	;=��� >#�%������ ?�# 
#����$�� �������� 8�@����から日経���の�3を��#��# �#� 8$#��

������ の方法により調整したものを用いた。標本期間は ����A�A�B����A7A��である。ただし、	;=���

>#�%������ ?�# 
#����$�� �������� 8�@����の日経 ���の �3には営業日であってもデータの無い日が

あるので、そうした日は削除した。

ここでは、��0���� �#� �����%� ������ に従い、月次 ��の変動を表す式として、�.�式にさらにい

くつかの説明変数を加えた以下の式を用いた。
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�渡部 ��

�� を参照されたい。
�例えば、����

����
�
と ����

����
��� は �� ��期から �� �期までの期間が重なっている。このように被説明変数に期間の重なっ

た標本を用いると、誤差項に高い自己相関が生じるので、最小２乗推定量は不偏性は満たすが、効率性は満たさない。先行研
究では、最小 �乗法をそのまま用いて、標準誤差を計算に、誤差項の自己相関を考慮した �
�
� ��� 	
�� ��� �� の方法を
用いている。

	� �式は、����� � ���� ���の場合、!��� " 
#���$ �
�
���であることを使っている。
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ここで、�� を日次リターンとすると、�
�
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� ' C�#
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である。この式のパラメータ

を、�� &��期から �期までのデータを用いて最小 �乗推定し、
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を �7�式に代入した。それを��+�� ���から引くことにより、�期の分散リスク・プレミアムを計算した。

これを � ' &��から標本の最後まで繰り返すことにより、����A.A��B����A7A�� の分散リスク・プレミ

アムを計算した。

結果は図 �に示されている。分散リスク・プレミアムが ���を超えているのは、アメリカ同時多発テ

ロ直後の ����A�A��5�&、リーマンショック後の ���7A��A�&、東日本大震災直後の ����A&A��5�.である。

リーマンショック後の金融危機の時期は分散リスク・プレミアムが高い日が続いている。この方法の問

題点は、��が大幅にジャンプすると、分散リスク・プレミアムが負になってしまうことである。ここ

でも、リーマンショック後の ���7年 ��月と ��月は分散リスク・プレミアムが大幅に負になっている日

がある。これは、��0���� �#� �����%� ������ の ������の分散リスク・プレミアムでもそうなってお

り、この点については今後の課題としたい。

� 今後の研究課題

本稿では分散リスク・プレミアムの計算方法について解説するとともに、日経 ���の分散リスク・プレ

ミアムを計算した。ここでは、��の変動を表すモデルに ����式を用いたが、モデルを変えると、当然、

分散リスク・プレミアムの値も変わる。��0���� �#� �����%� ������ は、�����
����、��

�
�
����、��

����
����を

ジャンプとそれ以外に分離して、����式の説明変数に加えている。そうした拡張も含め、今後はどのモ

デルが ��の変動を表すモデルとして適切であるかを分析する必要があり、現在研究を進めている。ま

た、適切なモデルを用いて分散リスク・プレミアムを計算した場合、将来の景気や金融市場の予測精度

が高まるかどうかも興味深い。
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図１：日経225の分散リスクプレミアム


