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ボラティリティ・インデックス先物のプライシング 

大阪大学 金融・保険教育研究センター 石田 功 

 

1．はじめに 

先行する米国の VIX 先物に続き、日本でも大阪証券取引所に日経平均ボラティリティ・インデックス（VI）

先物1が 2012 年 2 月に上場され、取引所ベースでの日本株式市場ボラティリティの取引が始まった。VI

先物が取引対象とするのは、日経平均 VI（日本経済新聞社が算出・公表）であり、理論価格算出は日

経 225 先物等の株式指数先物ほど単純ではない。本稿では、VI 先物の理論価格算出方法のひとつで

ある Zhang and Zhu (2006) の方法を紹介する。 

 

2．ボラティリティ・インデックス先物のプライシング 

日経平均 VI 先物が取引対象とする日経 VI は、所謂「モデルフリー・インプライド・ボラティリティ」の一種

であるので、まず、このコンセプトについての簡単なレビューから始める2。 

金融市場ボラティリティが時々刻々と変化していることは良く知られた実証的事実である。分析対象

となる特定の金融市場指数（日経VIの場合、言うまでもなく、日経平均株価）の各時点における瞬間的

な変化率の分散を ௧ܸ（年率表示値）とすれば、向こう 期間（以下、時間単位はすべて年）の平均の期

待値	ܧ௧
ொ ቂ߬ିଵ ׬ ௦ܸ݀ݏ

௧ାఛ
௧ ቃ	を、当該指数をアンダーライングとするオプションの価格等から、ある理論式に

より計算することができる（ܧ௧
ொሾ	∙	ሿは、実際の確率分布による期待値ではなく、資産評価の一般理論で

用いられるリスク中立確率による期待値）。これは一種のオプション・インプライド・ボラティリティである

が、 ௧ܸが拡散過程に従い変動している限り、この理論式は ௧ܸの特定の時間変動モデルに依存しないた

め、モデルフリー・インプライド・ボラティリティと呼ばれる。ただし、これはゼロから無限大まですべての

行使価格のオプションが存在する等の理想的状況を仮定した場合の議論であり、実装においては、行

使価格がある範囲で離散的にしか存在しない等の制約の中で高い近似精度を達成することが課題と

なる。米国 S&P 500 の VI である VIX の計算方法はその（平方根の）代表的な近似方法で、日経平均

VI や大阪大学金融・保険教育センターの VXJ も VIX と基本的に同様な計算方法を採用している。同セ

ンターの CSFI-VXJ は、独自の方法で近似精度の改善を行ったものである（Fukasawa et al. (2011)参

照）。つまり、MFIV ベースの VI の t 点の値は、 

 1 tQ
t t st

VI E V ds



                            (1) 

となる。1 ヵ月物 VI 等においては通常、߬ ൌ 30/365である。 

日経 225 先物の場合、無裁定の議論により、期日 T の先物の t 時点における理論価格்ܵܨ,௧
∗ は、

                                                  
1 取引制度の詳細については大阪証券取引所(2012)を参照のこと。 
2 本シリーズでも渡辺(2007)、大屋(2009)、石田（2010, 2011）、仁科（2011）がボラティリティ・

インデックスについて論じている。 
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௧,்ܵܨ
∗ ൌ ݁௥ሺ்ି௧ሻܵ௧となる（期日まで金利は一定、配当ゼロ等の単純化の仮定を置いた場合。ここで、ܵ௧

は t 時点の日経平均株価、ݎは金利）。先物の市場価格்ܵܨ,௧が理論価格்ܨ,௧
∗ を上回れば（下回れば）先

物を売り（買い）、現物株式を買い（売り）、満期までポジションを保有することにより、利益を確保できる

からである。しかし、日経平均 VI 先物の場合は同様な議論が成り立たない。なぜならば、日経平均 VI

先物のアンダーライングである日経平均 VI は、日経平均構成銘柄株式と異なり、市場取引されている

資産ではないからである。 

日経平均 VI 先物も含め、期日 T の VI 先物の t 時点の理論価格்ܨ,௧
∗ 	は、より汎用的なリスク中立プ

ライシングの理論3を用いて、次式により計算することができる。 

 *
,

Q
T t t TF E VI                               (2) 

ここで、ܧ௧
ொሾ்ܸܫሿ は、期日 T における VI の値	்ܸܫの期待値（現時点の VI の値ܸܫ௧による条件付き期待

値）である。前述の通り、一般には、்ܨ
∗ ൌ ݁௥்ܫ ௧ܸとはならない。ܧொሾ்ܸܫሿ評価の一つの方法は、時々

刻々とランダムに変化する瞬間ボラティリティ ௧ܸ 	の何らかの連続時間確率過程モデルを想定し、それ

によって導かれる்ܸ の確率分布、及び、 ௧ܸとܸܫ௧の関係式を用いる方法である。株価指数等のボラティ

リティ ௧ܸにどのようなモデルを特定化し、どのように推論、予測を行うかについては確率・統計理論、市

場データの実証分析ともに膨大な文献がある（例えば、Andersen et al. (2009) に収められた多数のサ

ーベイ論文を参照のこと）。Zhang and Zhu (2006) は、筆者の知る限り、(1)、(2)の関係に着目し、VI 先

物の理論価格と実際の市場価格の比較を行った最初の学術論文である。彼らは、 ௧ܸが従う確率過程

として、ボラティリティ確率変動及び長期平均への回帰傾向を捉る Heston 確率ボラティリティ・モデル 

 t t V t tdV V dt V dB                              (3) 

(ここで、ሼܤ௧ሽ	はブラウン運動。ߠ, ,ߢ ௏はそれぞれ分散の長期平均、平均回帰速度、分散のボラティリߪ

ティを表すパラメータ)を仮定し、その場合に tV 変動がリスク中立確率の下で従う確率過程のモデルと

してよく用いられる次式 

   Q
t t V t tdV V dt V dB                            (4) 

を特定化した（ここで、൛ܤ௧
ொൟ はリスク中立仮定の下でブラン運動となる確率過程、ߣはボラティリティ・リ

スク・プレミアムと解釈されるパラメータ）。この場合、石田(2011)において、Heston モデルを特殊ケース

として含む CEV モデルの文脈でも紹介したとおり、 

 
*

1 *
* *

1
, , 1 , : , :

tQ
t s tt

e
E V ds a bV b a b

       
  

              (5) 

となるので、(1)を厳密な式として扱えば、フォワード・ルッキングな VI の 2 乗は現時点の瞬間分散の 1

次関数 

t tVI a bV                                      (6) 

となり、その切片 a、係数 b は瞬間分散変動式(3), (4)のパラメータの関数として明示的に表現される。  

                                                  
3 リスク中立プライシングの平易な解説としては、小林・芹田(2009, 第 5 章)がある。 
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 金融工学において、Heston モデルやその拡張版が、他の平均回帰的な確率変動ボラティリティ・モデ

ルと比較してこれまで多用されてきた主要な理由は、その解析的な扱い安さにある（例えば原資産価

格の瞬間分散が Heston モデルに従っておれば、いくつかの追加的仮定の下で、ヨーロピアン・オプショ

ン理論価格の準解析的な公式が得られる。Heston (1993)、または、本シリーズの三井(2012)を参照の

こと）。 tV で条件付けた TV の条件付リスク中立確率密度は 

   
  

 *

*

*
2

22

2 2
| 2 2 ;2 2, , , 1, 2

1

T tQ
T t T t T t

VV

f V V c cV q hV c q h ce
e





 


 

 
     


  

(7) 

（ここで、߯ଶሺ	∙	; ܿଵ, ܿଶሻは自由度cଵ、非心パラメータܿଶ	の非心カイ二乗分布の密度関数）となるので、VI

先物理論価格は 

   *
, 0

|Q Q Q
T t t T t T T tF E VI E a bV a bV f x V dx

                (8) 

となり、右辺の計算を数値積分により行うにせよ、容易に計算できる。 

もちろん、(8)式による VI 先物理論価格の計算においては(4)式のパラメータの値を知る必要があるが

（ただし、評価式(8)において , ,   は
* : , :       の形でしか現れないので、個々の値では

なく ,   の値が分かれば十分である）、金融工学の他の分野においてと同様に、未知パラメー

タは、前述の通り株価指数や株価指数オプション、さらには VI や VI 先物の時系列データを用いて統計

的に推定しても良いし、異なる限月の VI 先物の市場価格クロスセクション・データを用いてキャリブレー

ションの方法で求めても良い。 

株価指数とその VI の日次時系列データによる ௧ܸ変動モデルのパラメータの推定としては、例えば、

S&P500 と VIX データによる Duan and Yeh (2010)や、その手法を日経平均株価と VXJ データに応用し

た本シリーズの石田(2011)があるが、これらの論文で用いられた推定方法は日次の推移確率を正規

分布で近似した疑似最尤法であった。Heston モデルを仮定する場合は、(7)式と同様に、日次の（リスク

中立確率の下でのものではなく現実の）推移確率密度	݂ሺ ௧ܸା∆௧| ∆ܸ௧ሻ、 よって、݂ሺܸܫ௧ା∆௧
ଶ ௧ܫܸ|

ଶሻ もパラメ

ータ（及び日次 VI 値）の関数として明示的に表現できるので、VI 日次観測系列のみによるߢ, ,ߠ ,ߣ ௏のߪ

最尤推定量 

 
 

 2 2

, , ,

ˆ ˆˆ ˆ, , , argmax ln |
V

V t t t
t

f VI VI
   

                     (9) 

が容易に得られる。また、(8)式よる VI 先物の理論価格の評価においては、レバレッジと呼ばれる株価

指数とそのボラティリティの相関のパラメータの推定は不要であり、 , , , V    のみで十分である。

Zhang and Zhu (2006) は、日次 VIX 時系列データを用いた(9)によるパラメータ推定を行い、 の推

定精度が低いこと、また、パラメータ推定値を(8)式にプラグインして得られた 2005 年 3 月 1 日の VIX

先物（4限月）の理論価格と市場価格の乖離の二乗平均は、推定に直近1年の標本を用いた場合の方

がより長い時系列を用いた場合よりも小さかったことを報告している（Zhang and Zhu (2006)は、後者

の原因は、 ௧ܸの長期平均が、Heston モデルにおける のように固定ではなく、時間的にシフトしている

ことにある可能を指摘している） 
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キャリブレーションでは、ひとつの時点 t において同時に取引されている異なる限月のVI先物市場価

格のクロスセクション・データを用いて、例えば、Zhang and Zhu (2006) に従い、 

 
 

 
*

2* *
, ,

, ,

ˆˆ ˆ, , argmin
V

V T t T t
T

F F
  

                       (10) 

（T は残存期間。t が同じでも限月ごとに異なる）により求めても良いし、パネルデータを用いて 

 
 

 
*

2* *
, ,

, , ,

ˆˆ ˆ, , argmin
V

V T t T t
T t

F F
  

                       (11) 

により求めても良い。ただし、Heston モデルを用いたキャリブレーションでは、4 つの未知パラメータうち

,ߢ ,ߠ ∗ߢはߣ ≔ ߢ ൅ ,ߣ ߶:ൌ ,∗ߢ、としてしか(8)式に現れないので、すべては個別には識別できずߠߢ ߶と

してのみ推定できる。得られたパラメータの値は、仮定した Heston モデルの標本内フィトを調べること

にも、標本外のプライシングにも用いることができる。 

  

3．日経ＶＩデータへの応用 

次に、本格的な実証分析とは言い難いが、期近ものから４つの限月の日経平均ＶＩ先物（残存日数はそ

れぞれ 20、48、76、111）と日経ＶＩの 11 月 22 日終値（本稿執筆時における最新の値）を用いて、(10)式

の方法によりパラメータを推定した結果を報告する。 

得られたパラメータ推定値は̂ߢ∗ ൌ 0.603, ߶෠ ൌ ො௏ߪ	,5.536 ൌ 4.240	であった。もし、 ௧ܸの長期平均パ

ラメータ  の値を 0.048 （株式指数変化率の標準偏差で約年 22％に相当）に設定すれば

12.457, 6.921    となり、多くの実証分析で報告されている通り、ボラティリティ・リスク・プレミア

ムߣ	の値は負の値となる。プライシング・エラー（்ܨ,௧
∗ ௧）は期近ものから順に,்ܨ- 0.334, -0.231, -0.507, 

0.447 であった。 

 

4．最近のモデル改良研究の動向とまとめ 

本稿では、多くの VI 先物の理論価格算出方法として、Heston 確率ボラティリティ・モデルをベースとす

る Zhang and Zhu (2006)の方法を紹介した。多くの実証研究で、Heston モデルは、株価ボラティリティの

モデルとしては株価・オプション価格データへの適合度において改善の余地が大きいことが示され、そ

の後、多くの拡張モデルとそのパラメータ推定の方法が提唱されてきた。ＶＩデリバティブ評価の方法

論・実証分析も、VIX デリバティブ市場の発展に触発され、株価ボラティリティの時系列モデル推定や

株式オプションの評価の方法論における最近の成果を反映する形で急速に発展しつつある。一例を紹

介すると、Lin (2007) は、Eraker (2004)の株価過程とその確率変動ボラティリティ過程の両方にジャン

プが起こるタイプのモデルを仮定しても、ܸܫ௧と瞬間分散 ௧ܸの関係は、ジャンプ項を規定するパラメータ

も含むより複雑な関係になるものの線形性は維持されることを示し、線形関係の切片項 a、係数 b をパ

ラメータの明示的な関数として導出した。よって、Heston モデルを仮定した場合の VI 評価式(8)も成立

する（もちろん、a, b,݂ொሺ்ܸ | ௧ܸሻ の内容は変わる）。Lin (2007)は、(8)式最右辺を直接評価するのではな

く、ܧ௧
ொሾ்ܸܫ

ଶሿ, ௧ݎܸܽ
ொሾ்ܸܫ

ଶሿ のパラメータの明示的な関数としての表現を示した上で、近似式 
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 
 

2

* 2
, 3/2

28

Q
t TQ Q

T t t T t T
Q
t T

Var VI
F E VI E VI

E VI

      
  

             (12) 

（第 2 項はイェンゼンの不等式の調整項）を用いた VIX 先物プライシングの分析を行った。 

  大阪証券取引所における日経ＶＩ先物の取引はまだ日が浅いが、この市場の発展のためにはプライ

シングやヘッジの実用的な手法の整備が欠かせない。現在のところ、日経ＶＩ先物取引自体のヒストリ

カル・データの蓄積の期間は短いが、これまでの日経平均ボラティリティや日経 225 オプション市場に

関する実証研究成果を活かした日経ＶＩ先物取引の実証研究の展開が期待されるところである。 
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