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�� はじめに

近年、資産価格のボラティリティの推定量として �������� �	��
���
� が注目を集めている。例え
ば、日次 �������� �	��
���� は日中リターンの �乗を 
日分足し合わせたものである。渡部 ������

は �������� �	��
���
� が日経 ���の将来のボラティリティの予測に有用であることを示しており、
��
����� ��� �����
� ������ は日経 ���オプション価格の導出に有用であることを示している。
�������� �	��
���
�を計算するには �つの問題点がある。一つは、マイクロストラクチャ・ノイズで
ある。もし資産価格にノイズがなければ、計算に用いる日中リターンの時間間隔を �に近づけると、
�������� �	��
���
� は真のボラティリティに収束する。しかし、実際の資産価格はマイクロストラク
チャ・ノイズを含むので、日中リターンの時間間隔を �に近づけると、�������� �	��
���
� はマイク
ロストラクチャー・ノイズばかりを拾ってしまう。もう一つの問題は、取引のない時間帯のリターン
の処理である。東京証券取引所の取引時間は、�����

���（前場）と 
�����
����（後場）なので、前
日の 
��������� �夜間� と 

����
���� �昼休み� の間は 
分毎の価格が得られない。夜間と昼休みは
時間間隔が長いので、それらのリターンをそのまま �乗して加えると、時間の離散化による誤差が無
視できなくなる可能性がある。
��
����� ��� �����
� ������ では、こうしたマイクロストラクチャー・ノイズや夜間・昼休み
の処理によって、日経 ���の�������� �	��
���
�の値がどの程度異なるか、またオプション理論価格
のパフォーマンスがどの程度異なるかについても分析を行っているので、本稿ではその一部を紹介す
る。
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資産価格の対数値 ���� が拡散過程

����� � ������� ������ ���　 �
�

に従っているとする。ここで、� ���は標準ブラウン運動であり、����、�����はそれぞれ瞬時的な
ドリフト、ボラティリティと呼ばれる。ファイナンス理論では、����をボラティリティと呼ぶことが
多いが、本稿では �����をボラティリティと呼ぶ。
このとき、�� 
を第 �� 
日の取引終了時点、�を第 �日の取引終了時点とすると、その間、すな
わち第 �日の真のボラティリティは、

��� �

� �

���
������� ���

と定義され、これは瞬間的なボラティリティ�����を積分したものなので、��
� !�
�� �	��
���
� と
も呼ばれる。
いま、第 �日の日中の �個のリターン・データ
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�
が与えられているとす

る。このとき、それらを �乗して足し合わせた
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を第 �日の �������� �	��
���
� と呼ぶ。資産価格にノイズがなければ、���式で定義される �
�は、
�� �とすると、���式で定義される真のボラティリティ��� に確率収束するので、�が十分大きい
なら、�
�は ��� の精度の高い推定量となる。
しかし、実際の日中リターンを用いて �������� �	��
���
� を計算する時には、�つの問題が生じ
る。まず、資産価格はマイクロストラクチャー・ノイズを含むことである。マイクロストラクチャー・
ノイズとは市場のミクロ構造に起因するノイズのことで、代表的なものに ���"�#� �	��$�や非同期
取引がある。日経 ���のような株価指数で重要なのは非同期取引で、これは、市場に情報が流れた場
合、まず頻繁に取引が行われている株式の価格に反映し、遅れて取引が頻繁でない株式の価格に反映
するので、それらを平均した株価指数にはノイズが生じ、株価変化率に自己相関が生じるというもの
である。�詳しくは、%�&'���� �
 ��( 
��� を参照されたい。�

いま、観測される対数価格を )����、真の対数価格を ����、マイクロストラクチャー・ノイズを ����

とし、
)���� � ���� � ����
 ���� �����
 ���� �*�

であるとする。ここで、簡単化のため、����は平均 �、分散 ��� のホワイトノイズであり、真の対数
価格 ����と無相関であるとする。
このとき、�*�式を ��+から �までのリターンに直し、分散を計算すると以下のように表せる。
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ここで、真の対数価格 ����が �
�式に従っているとすると、右辺の第 
項は、


 �	 ������ ����+�� �

� �
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となり、これは、時間間隔+を小さくすると、�に近づいていく。それに対して、���式の右辺第 �

項は、

 �	 ������ ����+�� � ���� ���

となり、+に依存せず、一定である。
したがって、+を小さくすると、真のリターンの分散に比べてマイクロストラクチャー・ノイズの
分散が相対的に大きくなってしまう。

�� マイクロストラクチャ・ノイズと夜間・昼休みの調整

東京証券取引所の取引時間は、�����

���（前場）と 
�����
����（後場）である。そこで、以
下、前日の 
��������� �夜間� のリターン 	��������、���� 個の前場のリターン �	����������
 � � � 


	���������������、

����
���� �昼休み� のリターン 	�������������������、���� 個の後場のリター
ン �	�����������������������
 � � � 
 	��������������������������� が得られたものとして話を進める。た
だし、+���、+���、+ はそれぞれ、夜間、昼休み、市場が開いている時のリターンの時間間隔を表わ
す。したがって、+��� �+��� � ����� � �����+ � 
 �日� である。
まず、以下のように、これらすべてのリターンの �乗し足し合わせたものを �
� と呼ぶ。
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夜間と昼休みのリターンは時間間隔が長いので、それらをそのまま �乗して加えた �
� は時間
の離散化誤差が膨らむ可能性がある。そこで、.��#�� ��� /���� ������� は、以下のように最初に
昼休みと夜間を除いて計算した �


�
�
� に日次リターンの標本分散と �


�
�
� の標本平均の比を掛ける

という方法を提案している。

�
��� � ��

�
�
� 
 � �

��
������ ���

���
����


�
�
�

���

ここで、�は日次リターンの標本平均を表す。この方法を用いると、��の標本平均と日次リターン
の標本分散が等しくなる。他に、�
�を�


�
�
� 、夜間のリターンの �乗、昼休みのリターンの �乗の

加重平均とし、最適なウエイトを求めるという方法も提案されている �.��#�� ��� /���� ������。
��
����� ��� �����
� ������ では、�
 �
�

� を以下の �つの方法で計算している。まず、マイク
ロストラクチャ・ノイズを無視して、単純に前場と後場のリターンの �乗を足し合わせる。
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これを ���式によって�
���に変換する。
マイクロ・ストラクチャ・ノイズが存在すると、日中リターンには自己相関が生じる。そこで、次
に、この自己相関を考慮し、以下のようにバートレット・カーネルを用いて �


�
�
� を計算する。
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ここで、�	 は以下のように定義される。
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この�
����
�
�を ���式を用いて以下のように変換する。
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これは、.��#�� ��� /���� ����,� で用いられている方法である。以下の分析では、� � 

 �とし、
�
�、�
��、�
���
�、�
�����の *つの �������� �	��
���
� を計算している。

�� 日経 ���の �����	�
 ����
���
�

��
����� ��� �����
� ������ では、
��,年 �月 ��日から ����年 �月 ��日までの日経 ���の 


分毎のリターンを用いて、前節で説明した *つの �������� �	��
���
� を計算している。各 ��������

�



�	��
���
� の基本統計量を表 
にまとめている。�
��、�
���
�、�
����� は ���式あるいは
�
��式によって平均が日次リターンの標本分散に等しくなるように調整しているので、すべて平均
が等しくなっている。�
� はそうした調整をしておらず、他の �������� �	��
���
� と比べて平均が
低くなっている。標準偏差は、�
��、�
���
�、�
�����ではさほど変わらないが、�
� は
かなり低くなっている。すなわち、バートレット・カーネルによるマイクロストラクチャ・ノイズの
調整は �������� �	��
���
� にそれほど大きな差をもたらさないが、.��#�� ��� /���� ������� によ
る夜間・昼休みのリターンの調整を行うか否かは大きな差をもたらすことがわかる。��
����� ���

�����
� ������ にはグラフも載せているので、参照されたい。

表 


�
�� �
���
� �
����� �
�

平均 �����
 �����
 �����
 
�
�,,

標準偏差 
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�-� ����*- �����*

最大値 �,��*�� ���,�,� �
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�� オプション価格への応用

�����
� ��� ��
����� ������ では、各 �������� �	��
���
� を用いて日経 ���プット・オプショ
ンの理論価格を計算し比較を行っているので、その結果の一部を紹介する。�������� �	��
���
�には
長期記憶性があるとの研究結果が数多く得られている。また、株式市場では、株価が上がった日の翌
日よりも下がった日の翌日の方がボラティリティがより上昇する傾向があることが知られている。そ
こで、�����
� ��� ��
����� ������ では、長期記憶性とボラティリティ変動の非対称性を考慮し
て、�������� �	��
���
� の自然対数値 �	 ��
��を次の0�1�20��
 �
 
�"3モデルで定式化している。
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ここで、����は � � 
日の日次リターン、�����は ���� が負であれば 
、それ以外では �をとるダ
ミー変数、�� � �����
 ���は誤差項 ��が平均 �、分散 ��の過去と独立な正規分布に従うことを表
している。 �� が正であれば、株式市場のボラティリティ変動の非対称性と整合的になる。� はラグ
オペレータを表す ��
�� � ���
�。このモデルは、� � �であれば、定常な0�20��
 
�"3モデルに
なり、� � 
であれば、非定常な0��20��
 

 
�"3モデルになる。0�1�203モデルでは、�の値と
して � から 
 までの実数値も許容する。�� は負の値も取りうるが、ここでは考えない。� � � � � ���

であれば、�	 ��
��は定常な長期記憶過程に従い、��� � � � 
であれば、非定常な長期記憶仮定に
従う。�
� ��� は、� � �でテーラー展開すると、以下のように表せる。
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長期記憶性や 0�1�20モデルについて詳しくは、5�!�� �
��*�、田中 ����,�、松葉 ������、矢島
������ 等を参照されたい。また、パラメータの推定には 5�!�� �
���� の近似最尤法を用いており、
この推定法について詳しくは、渡部 ������ を参照されたい。
東京証券取引所の株式の取引終了時刻が 
����であるのに対して、大阪証券取引所の日経 ���オプ
ションの取引終了時刻は 
��
�である。そこで、日経 ���オプション価格は終値ではなく、
����の
価格を用いるのが望ましい。しかし、
����に価格がついていないオプションがあるため、�����
�

*



��� ��
����� ������ では、
*���から 
����までで買い気配値と売り気配値が両方ついていて最も

����に近い時刻の買い気配値と売り気配値の平均値を市場価格として用いている。約定価格ではな
く、買い気配値と売り気配値の平均値を用いているのは、約定価格は ���"�#� �	��$� によるマイク
ロストラクチャノイズを含むからである � %�&'���� �
 ��( �
���� %6�'
�! ��。安全資産の金利 	 に
は%7レートを用い、配当率 � は 8�#6��� ��� 8���� �
���� に従い ���9で固定している。
具体的には、最初に、残存期間 
か月のオプションが取引されている ���
年 *月 

日の日経 ���

プット・オプションの理論価格を以下のように導出している。まず、前日の ���
年 *月 
�日までの

���日間の日経 ���株価指数の各 �������� �	��
���
� を用いて 0�1�203モデルのパラメータを推
定する。ここで、���式の調整係数 � も同じ 
���日間の日経 ���株価指数の �������� �	��
���
�と日
次リターンを用いて計算している。次に、その推定値と ���
年 *月 

日の 
����の日経 ���株価指
数と%7レートを用いてその日の 
����における残存期間 
か月の日経 ���プット・オプションの理
論価格を取引されているすべての権利行使価格について導出する。導出方法については、��
�����

��� �����
� ������ を参照されたい。その次に残存期間 
か月のオプションが取引されている日は
���
年 �月 �日なので、その日の 
����におけるる残存期間 
か月の日経 ���プット・オプション
の理論価格をすべての権利行使価格について同様に導出する。以上を ����年 �月まで繰り返し、計
���の日経 ���プット・オプションの理論価格を計算し、以下の *つの損失関数を用いて各モデルの
パフォーマンスを比較している。
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ここで、� は比較に用いたオプションの数で、具体的には � � ��� である。また、 )!� は各モデル
から導出された #番目のオプションの理論価格、!� は市場価格である。
結果は表 �の通りである。: は、各損失関数で最も値が小さいことを示している。20;<以外の
すべての損失関数で �
�� の値が最も小さくなっており、このことから以下のことがわかる。�
�

マイクロストラクチャノイズを考慮し、.��#�� ��� /���� ����,� の提案している バートレット・
カーネルを用いて �������� �	��
���
� を計算してもパフォーマンスは改善しない。��� .��#�� ���

/���� ������ の方法ではなく、昼休みと夜間のリターンの �乗を加えて �������� �	��
���
� を計算
するとパフォーマンスが悪くなる。

表 �

�2=< 20< �2=;< 20;<

�
�� *��-��� �-���,� ��*
-� ����-

�
���
� *-�
,
 ������ ��*
- ������

�
����� *��,�� ���-
� ��*�� ���-�

�
� �,��-� �����, ���,� ��*�,

マイクロストラクチャ・ノイズの除去の方法には、バートレット・カーネルを用いる方法以外にも、
最適な時間間隔の選択方法 �0>?
"=�6���� �
 ��( ����、5���� ��� ��##��� ���,@ ���-�、複数の時間間
隔を用いて ��を計算し組み合わせる方法 �A6�� @ 2������ ��� 0>?
"=�6���� ����、A6�� ���,�、
他のカーネル推定量 �5�!��	!B"8���#�� �
 ��( ���-� などが提案されている。5����@ ��##��� ���

C�� ����-� はさまざまなマイクロストラクチャー・ノイズ除去の方法を用いて �������� �	��
���
�

を計算し、オプション価格に応用して比較を行っている。��
����� ��� �����
� ������ には掲載

�



していないが、5���� �
 ��( ����-� の用いているマイクロストラクチャー・ノイズ除去の方法も試し
てみたところ、やはりオプション価格のパフォーマンスは改善しなかった。
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