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�� はじめに

資産価格のボラティリティは一度上昇（低下）するとしばらくボラティリティの高い（低い）期間
が続くことが知られている。この現象は「ボラティリティ・クラスタリング」と呼ばれ、あらゆる資産
価格で観測される。近年、資産価格の高頻度データを用いたボラティリティの推定量である ��������

�	��
���
� ���
 が注目を集めているが、��は特にショックの持続性が高く、長期記憶過程に従うとの
結果が多くの研究で示されている。そこで、��の変動を定式化する場合、������ ���
	����������
����
�	����� ��
����
�� �	���� �������
 モデルを用いることが多い。また、株式市場では価格が上
がった日の翌日よりも下がった日の翌日の方がボラティリティがより上昇する傾向がある。こうし
たボラティリティ変動の非対称性を考慮して ������モデルを拡張した �������モデルもある。
渡部 �����
 では、長期記憶性や ��������
モデルについて解説し、�������モデルを用いて
日経 ���プット・オプションの理論価格を計算すると、市場価格の変動をうまく捉えられることを示
した。
��の変動を表すのによく使われるモデルにはもう一つ、 	��� �����
 によって提案された !��

�"�
��	����	� ��
����� ��
	����������
 モデルがある。市場には異なる期間で投資を行っている投資
家がいるので、このモデルでは、ボラティリティは過去の異なる期間のボラティリティに依存すると
考える�。具体的には、 	��� �����
 は ��を前日、過去 #週間、過去 #か月の��の関数として定式
化している。このモデルは簡単でアドホックなモデルであるが、渡部 ����$
 では、%&'��のボラ
ティリティの予測において、������モデル同様、パフォーマンスが良いとの結果が得られている。
そこで、本稿では、!��モデルおよびそれをボラティリティ変動の非対称性を考慮して拡張した

!���モデルについて解説し、それらを用いて日経 ���プット・オプションの理論価格を導出し、パ
フォーマンスを評価する。

�� �����	モデル

 	��� �����
 は以下のようなモデルを提案している。
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ここで、���、�����は、第 �日、第 �� #の日次 ��を表す。また、��
���
���、��

���
��� はそれぞれ過

去 #週間と過去 #か月の日次 ��の平均値を表し、以下のように定義する。
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��は誤差項で、平均 �、分散 ��の独立な正規分布に従うと仮定する。このモデルは長期記憶モデル
ではないが、次数 ��と長い次数の ��モデルになっている。パラメータ ��, ��, ��は最小 �乗法で、
��は残差分散として簡単に推定できる。

�本研究は、文部科学省科学研究費補助金「高頻度データを用いた日本の証券市場の計量分析」、「金融リスクと経済行
動のベイズ計量経済分析」、「金融リスクの計量化と統計的推測に関わる諸問題の解明」と一橋大学グローバル ���プロ
グラム「社会科学の高度統計・実証分析拠点構築」から助成を受けている。

������型モデルで同様の定式化をしているものに、������ �	
�
�
�
�

�� ���
���� ������ モデルがある。
このモデルについては、�����
� 
� ��� ������� 大塚 ���� � を参照されたい。
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しかし、オプションの理論価格を求めるために、�#
 式を用いて将来のボラティリティのシミュレー
ションを行うと、ボラティリティが負になってしまうことがある。そこで、本稿では、��そのもの
ではなく、��の対数値を以下のように定式化する。
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本稿では、このモデルを !��モデルと呼ぶ。
株式市場では、株価が上がった日の翌日よりも下がった日の翌日の方がボラティリティがより上昇
する傾向があることが知られているが、!��モデルではこうしたボラティリティ変動の非対称性を
捉えることができない。!��モデルをこうしたボラティリティ変動の非対称性を考慮して拡張して
いる文献はあまりないが、ここでは、以下のように拡張する。
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ここで、����は �� #日の日次リターン、
�

��� は ���� が負であれば #、それ以外では � をとるダ
ミー変数である。 �� が正であれば、株式市場のボラティリティ変動の非対称性と整合的になる。こ
のモデルを、以下、!���モデルと呼ぶ。


� オプション価格の導出

オプションの理論価格の導出は渡部 �����, ��#�
 と同じ方法で行う。まず、�� #日と �日の原資
産価格の終値を ����、�� とし、�日の日次リターンを以下のように定義する。
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投資家の危険中立性と日次リターンの誤差項の正規性を仮定すると、日次リターンは以下のように定
式化される。
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ここで、� と 
 はそれぞれ連続複利計算した安全資産の金利と配当率を表す。
投資家の危険中立性を仮定すると、オプション価格は、満期におけるオプションの価値の期待値の
割引現在価値となる。例えば、権利行使価格 �、残存期間 � のプットオ・プションの � 日における
理論価格は以下のようになる。
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ここで、 1��
� はオプションの満期 � ) � 日における原資産価格、�� は � 日における情報集合を
表す。
�2
式の期待値をシミュレーションによって数値的に計算することにより、理論価格を導出した。
詳しくは、渡部 �����
 を参照されたい。

�� データ

日経 ���株価指数の �� と日次リターンを用いて !����
モデルを推定し、それを用いて残存期
間 #か月の日経 ���プット・オプションの理論価格を導出し、市場価格と比較した。日経 ���株価指数
の �� は、#分毎の日経 ���株価指数データを用いて計算している。ただし、東京証券取引所の取引
時間は、�3��4##3��（前場）と #�3-�4#�3��（後場）なので、前日の #�3��4�3�� �夜間
 と ##3��4#�3-�

�



�昼休み
 の間は #分毎の価格が得られない。夜間と昼休みのリターンは時間間隔が長いので、そのま
ま �乗して加えると、時間の離散化による誤差が膨らむ可能性があるので、それらは加えず、!�����
��� 5���� �����
 の方法を用いている。この方法について詳しくは、渡部 ���#�
 を参照されたい。
東京証券取引所の株式の取引終了時刻が #�3��であるのに対して、大阪証券取引所の日経 ���オプ
ションの取引終了時刻は #�3#�である。そこで、日経 ���オプション価格は終値ではなく、#�3��の
価格を用いるのが望ましい。しかし、#�3��に価格がついていないオプションがあるため、#.3��から
#�3��までで買い気配値と売り気配値が両方ついていて最も #�3��に近い時刻の買い気配値と売り気
配値の平均値を市場価格として用いている。ただし、下記の範囲に入っていない場合には削除した。
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約定価格ではなく、買い気配値と売り気配値の平均値を用いているのは、約定価格は 7��8��9 7	����

によるマイクロストラクチャノイズを含むからである�。また、買い気配値と売り気配値の平均値は
#��円を下回ることはないので、計算された理論価格が #��円を下回った場合は、理論価格を #��円と
した。安全資産の金利 �には +レートを用い、配当率 
は *��"��� ��� *�7�� �#��6
 に従い ���:

で固定している。
具体的には、最初に、残存期間 #か月のオプションが取引されている ���#年 .月 ##日の日経 ���

プット・オプションの理論価格を以下のように導出している。まず、前日の ���#年 .月 #�日までの
#���日間の日経 ���株価指数の �� と日次リターンを用いて !����
モデルのパラメータと誤差項
の分散を推定する。次に、その推定値と ���#年 .月 ##日の #�3��の日経 ���株価指数と  +レート
を用いてその日の #�3��における残存期間 #か月の日経 ���プット・オプションの理論価格を取引さ
れているすべての権利行使価格について導出する。その次に残存期間 #か月のオプションが取引され
ている日は ���#年 �月 �日なので、その日の #�3��におけるる残存期間 #か月の日経 ���プット・
オプションの理論価格をすべての権利行使価格について同様に導出する。以上を ���6年 �月まで繰
り返し、計 2.2の日経 ���プット・オプションの理論価格を計算している�。

�� 結果

渡部 �����, ��#�
 同様、以下の .つの損失関数を用いて各モデルのパフォーマンスを比較する。
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ここで、	 は比較に用いたオプションの数で、具体的には 	 ( 2.2 である。また、 1�� は各モデル
から導出された �番目のオプションの理論価格、�� は市場価格である。
結果は表 #の通りである。比較のため, ��������
モデルとブラック・ショールズ �=<
 モデル
を用いた場合についても計算している。��������
モデルについては、渡部 �����
 を参照された
い。=<モデルでは、ボラティリティを過去 ��日間の日次リターンの標本標準偏差としている。ま
た、> は、各損失関数で最も値が小さいことを示している。��<';と��';は�������モデル
で最小になっているが、��<;と��;は!���モデルで最小になっている。

�!�"#��$ !
��%
 については、��&'!
�� 
� ��� ������ の �	�'�
� ( を参照されたい。
�渡部 ������ ����� では ���式を満たさない価格も用いているので、今回はサンプル数が �(�から )*)に減っている。
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表 #

��<; ��; ��<'; ��';

������ .6�6�-# �6�.-�. ��-2-� ���.6.

������� .2��$-$ �6����$ ��-2��� ���.2��

!�� .6��-2- �6�6�$� ��.��� ���6��

!��� .2��.�$� �6�#�.�� ��.��� ���26$

=< 2-�.�.� -2��.�# ���6�# ��.�#-

渡部 ����$
 では、%&'��のボラティリティの予測で同様の結果が得られている。ただし、そこ
では!���モデルは用いていないので、正確に言うと、��<';と��';では�������モデル
のパフォーマンスが高く、��<;と��;では!��モデルのパフォーマンスが高くなっている。損
出関数によってなぜこのような違いが生じるかは今後検討したい。


� ���モデルの拡張とその他のモデル

!��モデルは簡単なので、その後、いくつか拡張が行われている。まず、�������� �
 ��? ����6

は、�� から統計的に有意なジャンプを除去し、さらに統計的に有意なジャンプを !��モデルの説
明変数に加えることにより、ボラティリティの予測パフォーマンスが改善することを示している。ま
た、 	��� �
 ��? ����$
 は!��モデルの誤差項の分散を @�� !モデルのよって定式化した !��8

@�� !モデルを提案している	。さらに、5�� ��� ��"�� ����$
 は構造変化を考慮して !��モデ
ルを推定している。
��の変動を表すモデルには他にも =����	�A8*������ ��� <"�0"��� ����#, ����
 らが提案した

B �B�	7������  	�0	���
�
モデルがある。このモデルは、資産価格の連続時間モデルからスター
トし、そこから離散時間でサンプリングされた価格を用いて計算される ��が�����#,#
モデルに
従うことを示し、誤差項の分散を理論的に導出している。*���9��� ��� C�
���7� ���#�
 は、マ
イクロストラクチャ・ノイズを考慮してこのモデルを拡張している。さらに、 !����� �
 ��? ���#�


は @�� !モデルに ��の変動を表す式を加えたモデル、%�9�"��"� �
 ��? �����
 は �
	�"��
��

�	��
���
� モデルに ��の変動を表す式を加えたモデルを提案している。
今後は、こうした新たなモデルも用いてオプション価格を導出し、パフォーマンスを比較したい。
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