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�� はじめに

オプション価格を決定する重要な変数に原資産価格のボラティリテがある。ブラックショールズモ
デルではボラティリティを時間を通じて一定であると仮定するが、現在ではボラティリティは確率的
に変動するとの考えが主流になっており、ノーベル経済学賞を受賞した ������ ��	
� 教授の ���


モデルとその改良版 �本稿ではそうしたモデルを ���
型モデルと呼ぶ� や ���������� ��
���
��� モ
デルなど、ボラティリティの変動を表すさまざまな時系列モデルが提案されている �詳しくは、渡部
������ 参照�。しかし、こうしたモデルを用いてボラティリティを推定する場合、モデルが間違って
いれば、ボラティリティの推定値も正しくない。
そこで、近年では、これらのモデルに代わって、���
���� ��
���
��� と呼ばれる新たなボラティリ
ティの推定量が注目を集めている。���
���� ��
���
�� は日中リターンの �乗を �日分足し合わせた
ものなので、ボラティリティのモデルに依存しない。また、���
���� ��
���
��� は、計算に用いる日
中リターンの時間間隔を �に近づけると、真の日次ボラティリティに確率収束する �ただし、実際
の資産価格はマイクロストラクチャノイズを含むので、必ずしもそうならない�。そこで、時間間隔
の短い日中リターンを使って計算すれば、真のボラティリティの精度の高い推定量になる。さらに、
���
���� ��
���
���を用いて将来のボラティリティを予測すると、���
型モデルを用いた場合と比
べて、将来のボラティリティの予測パフォーマンスが高いことが明らかになっている（渡部・佐々木
������、渡部 �������。
しかし、���
���� ��
���
���のオプション価格への応用はまだあまり行われていないので、�� !���

��� "������� ����#� において、日経 ��$株価指数の ���
���� ��
���
��� が日経 ��$オプションの
価格変動を捉える上で有用であるかどうか分析を行った。本稿ではその一部を紹介する。

�� �����	�
 ����
���
� と ��������� モデル

資産価格のボラティリティはショックの持続性が高いことが知られており、この現象はボラティリ
ティ・クラスタリングと呼ばれる。特に、���
���� ��
���
���の場合、長期記憶過程に従っているとの
研究結果が数多く得られている。ある変数の � 次の自己相関係数を ����とすると、

�
�

��� ������ ��

であるとき、短期記憶過程に従うといい、
�
�

��� ������ %� のとき、長期記憶過程に従うという。
�� !��� ��� "������� ����#� では、長期記憶性を考慮して、���
���� ��
���
��� の自然対数値


�	����� を次の ��&'(���� �� ��モデルで定式化している。
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ここで、	 は 
�	����� の無条件の平均、
� � �
���� ��� は誤差項 
� が平均 �、分散 �� の過去と
独立な正規分布に従うことを表している。� はラグオペレータを表す ����� % �����。このモデル
は、� % � であれば、定常な ��(���� ��モデルになり、� % � であれば、非定常な ��'(���� �� ��

モデルになる。��&'(�モデルでは、� の値として � から � までの実数値も許容する �� は負の値
も取りうるが、ここでは考えない�。� � � � ��$ であれば、
�	����� は定常な長期記憶過程に従い、
��$ � � � � であれば、非定常な長期記憶仮定に従う。�� � ��� は、� % �でテーラー展開すると、
以下のように表せる。
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�本研究は、文部科学省科学研究費補助金「高頻度データを用いた日本の証券市場の計量分析」と一橋大学グローバル
���プログラム「社会科学の高度統計・実証分析拠点構築」から助成を受けている。
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長期記憶性や ��&'(�モデルについて詳しくは、+���� ��##,�、田中 ����-�、松葉 ������、矢島
����.� 等を参照されたい。
株式市場では、株価が上がった日の翌日よりも下がった日の翌日の方がボラティリティがより上昇
する傾向があることが知られている。��&'(�モデルではこうしたボラティリティ変動の非対称性を
捉えることができないので、�� !��� ��� "������� ����#� では、さらに以下の��&'(���� �� ��/0

モデルを用いている。
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ここで、����は �� �日の日次リターン、��
��� は ���� が負であれば �、それ以外では � をとるダ

ミー変数である。 	� が正であれば、株式市場のボラティリティ変動の非対称性と整合的になる。
�� !��� ��� "������� ����#� では、��&'(�および��&'(�0モデルのパラメータを +����

��##$� の近似最尤法によって推定している。この推定法について詳しくは、渡部・佐々木 ����-� を
参照されたい。

�� オプション価格の導出

�� �日と �日の原資産価格の終値を ����、�� とし、�日の日次リターンを以下のように定義する。

�� % 
�	����� 
�	������ �,�

�� !��� ��� "������� ����#� では、投資家の危険中立性と日次リターンの誤差項の正規性を仮定
してオプション価格を導出している。これらの仮定の下では、日次リターンは以下のように定式化さ
れる。

�� % � � ��
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ここで、� と � はそれぞれ連続複利計算した安全資産の金利と配当率を表す。
投資家の危険中立性を仮定すると、オプション価格は、満期におけるオプションの価値の期待値の
割引現在価値となる。例えば、権利行使価格 �、残存期間 � のプットオプションの � 日における理
論価格は以下のようになる。

�� % �12������
�
(�1�� � 3���� � �����

�
�-�

ここで、 3���� はオプションの満期 � ) � 日における原資産価格、�� は � 日における情報集合を
表す。
ボラティリティが変動する場合、�-�式の期待値は解析的に求められないので、�� !��� ��� "����/

��� ����#� では、それをシミュレーションによって数値的に計算している。�,�、�$� 式と ��� 式
もしくは �.� 式を使ってオプションの満期における原資産価格 3���� のシミュレーションを行い、
��

���
��� � � � � � �

���
��� � が得られたとする。このとき、�-�式は以下のように計算できる。
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�� !��� ��� "������� ����#� では、� % �����とし、分散減少法として制御変数法と 4 �� ���

���5����� ��##�� の経験マルチンゲール法を用いている。

�� ����型モデル

比較のため、�� !��� ��� "������� ����#� では、以下の .つの ���
型モデルを用いたオプ
ション価格の導出も行っている。

�



��� 6���
��� �� モデル
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ここで、���� は日次リターンの式 �$�の誤差項の �� �日の値である。これは +�

���
�7 ��#�-�

によって提案されたモデルで、ボラティリティが負にならないよう、パラメータ �8 �8 � に非
負制約が必要になる。また、�)� � � であれば、ボラティリティは定常性を満たし、ボラティ
リティのショックは時間とともに減衰するが、� ) � が � に近ければ近いほど、減衰のスピー
ドは遅くなる。そこで、このモデルはボラティリティのショックの持続性を捉えることができ
るが、� ) � � � であれば短期記憶モデルであり、ボラティリティの長期記憶性は考慮できな
い。また、このモデルは株式市場におけるボラティリティ変動の非対称性も考慮できない。

��� �6���
��� �� モデル
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これは 9�
��� ��##�� によって提案されたモデルで、上記 6���
モデルが ��� の変動を定式
化するのに対して、このモデルはその自然対数値 
�	���� � の変動を定式化する。そこで、パラ
メータに非負制約は必要ない。また、このモデルはボラティリティ変動の非対称性を考慮して
おり、� � �であれば、株価が上がった日の翌日よりも下がった日の翌日の方がボラティリティ
がより上昇する傾向があるという事実と整合的になる。 このモデルでは、�!� � � であれば、
ボラティリティの対数値は定常性を満たし、! が � に近いほどボラティリティのショックの減
衰のスピードは遅くなる。しかし、このモデルも、�!� � �であれば短期記憶モデルであり、ボ
ラティリティの長期記憶性は考慮できない。

�.� &'�6���
��� �� �� モデル
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これは +�

���
�7 ��� (�!!�
��� ��##-� によって提案されたモデルで、上記�6���
モデル
をボラティリティの長期記憶性を考慮して拡張したものである。このモデルは、� % � であれば
�6���
モデル、� % � であれば '�6���
モデルになり、� � � � ��$ であればボラティ
リティの対数値は定常な長期記憶過程、��$ � � � �であれば非定常な長期記憶過程に従う。

�� !��� ��� "������� ����#� では、日次リターンを �$�式として、これらのモデルのパラメー
タを最尤推定している。���
型モデル �特に &'�6���
モデル� の最尤推定について詳しくは、
竹内 �野木森�・渡部 ������ を参照されたい。

�� データ

�� !��� ��� "������� ����#� では、日経 ��$株価指数の ���
���� ��
���
��� と日次リターンを
用いて ��&'(��0�モデルと���
型モデルを推定し、そこから残存期間 �か月の日経 ��$プット
オプションの理論価格を導出し、市場価格と比較している。日経 ��$株価指数の ���
���� ��
���
���

は、�分毎の日経 ��$株価指数データを用いて計算している。ただし、東京証券取引所の取引時間は、
#:��;��:��（前場）と ��:.�;�$:��（後場）なので、前日の �$:��;#:�� �夜間� と ��:��;��:.� �昼休み�

の間は �分毎の価格が得られない。夜間と昼休みのリターンは時間間隔が長いので、そのまま �乗し
て加えると、時間の離散化による誤差が膨らむ可能性があるので、�� !��� ��� "������� ����#�

では、
����� ��� < ��� ����$� の方法を用いている。この方法では、まず、市場が開いている時間

.



帯の �分毎のリターンのみを使って ���
���� ��
���
��� を計算し �それを ��
���
�
とする�、それに下

記のように定数を掛けて調整する。
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ここで、� はサンプル数、� は日次リターンの標本平均を表す。こうすると、���
���� ��
���
���の
標本平均が日次リターンの標本分散と等しくなる。
東京証券取引所の株式の取引終了時刻が �$:��であるのに対して、大阪証券取引所の日経 ��$オプ
ションの取引終了時刻は �$:��である。そこで、日経 ��$オプション価格は終値ではなく、�$:��の
価格を用いるのが望ましい。しかし、�$:��に価格がついていないオプションがあるため、�� !���

��� "������� ����#� では、�,:��から �$:��までで買い気配値と売り気配値が両方ついていて最も
�$:��に近い時刻の買い気配値と売り気配値の平均値を市場価格として用いている。約定価格ではな
く、買い気配値と売り気配値の平均値を用いているのは、約定価格は ���/��! �� ��� によるマイク
ロストラクチャノイズを含むからである � ��52��

8 <� ��� (��!��
�� ��##�� ���2��� .�。安全資
産の金利 � には �4レートを用い、配当率 � は 9������ ��� 9���
 ��##�� に従い ��$=で固定して
いる。
具体的には、最初に、残存期間 �か月のオプションが取引されている ����年 ,月 ��日の日経 ��$

プットオプションの理論価格を以下のように導出している。まず、前日の ����年 ,月 ��日までの
����日間の日経 ��$株価指数の ���
���� ��
���
��� と日次リターンを用いて ��&'(��0�モデルと
���
型モデルのパラメータを推定する。ここで、����式の調整係数 # も同じ ����日間の日経 ��$

株価指数の ���
���� ��
���
���と日次リターンを用いて計算している。次に、その推定値と ����年
,月 ��日の �$:��の日経 ��$株価指数と �4レートを用いてその日の �$:��における残存期間 �か月
の日経 ��$プットオプションの理論価格を取引されているすべての権利行使価格について導出する。
その次に残存期間 �か月のオプションが取引されている日は ����年 $月 #日なので、その日の �$:��

におけるる残存期間 �か月の日経 ��$プットオプションの理論価格をすべての権利行使価格について
同様に導出する。以上を ����年 #月まで繰り返し、計 �.�の日経 ��$プットオプションの理論価格
を計算している。

�� 結果

�� !��� ��� "������� ����#� では、以下の ,つの損失関数を用いて各モデルのパフォーマンス
を比較している。
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ここで、� は比較に用いたオプションの数で、具体的には � % �.� である。また、 3�� は各モデル
から導出された '番目のオプションの理論価格、�� は市場価格である。
結果は表 �の通りである。表 �の +� は、ブラックショールズモデルによってオプション価格を計
算した結果を表している。そこでは、ボラティリティを過去 ��日間の日次リターンの標本標準偏差
としている。 また、> は、各損失関数で最も値が小さいことを示している。表 �では、すべての損
失関数で ��&'(�0の値が最も小さくなっており、このことは、���
���� ��
���
��� をボラティリ

,



ティの長期記憶性と非対称性を考慮した ��&'(�0モデルで定式化した場合が日経 ��$プットオプ
ションの価格変動を最も正確に捉えていることを示している。

表 �

�(�� (�� �(�?� (�?�

6���
 $��#.$ ..���. ��$## ��.$�

�6���
 $���,. .$���� ����- ��$�-

&'�6���
 ,��.�� .����� ��#$� ��,�.

��&'(� ,��,-- �#��., ��,�� ����.

��&'(�0 ,������ ���#�-� ��,��� ������

+� -����# .-�-�, ��$.� ��.�$

�� !��� ��� "������� ����#� は、さらに以下の結果も示している。��� マイクロストラクチャ
ノイズを考慮して、
����� ��� < ��� ����-� の提案している +���
���カーネルを用いて ���
����

��
���
��� を計算してもパフォーマンスは改善しない。��� 
����� ��� < ��� ����$� の方法ではな
く、昼休みと夜間のリターンの �乗を加えて ���
���� ��
���
��� を計算した場合にはパフォーマン
スが悪くなる。�.� ���
型モデルの下で危険中立性を仮定しないでオプション価格を求める方法を
4 �� ��##$� が提案しているが、この方法を用いてもパフォーマンスは改善しない。
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