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１．はじめに 

本稿は，原資産価格のボラティリティがマルコフ・ス

イッチングGARCH（Markov Switching-GARCH）モデル

に従う場合のヨーロピアン・オプション価格の評価法を

解説し，日経225オプション市場の実証分析を行なったも

のである。第１回では， オプション価格の評価方法につ

いてまとめ，第２回では，日経225オプション価格データ

を使用した実証分析の結果について述べることにする。 

ヨーロピアン・オプションの評価において頻繁に用い

られているBlack and Scholes (1973) モデル (以下，BS

モデル) では，ボラティリティは時間を通じて満期日ま

で一定であると仮定している。しかしながら，過去の多

くの実証分析の結果からボラティリティは時間を通じて

変動していると考えられ，そうした場合にボラティリテ

ィの変動をどのように定式化し，オプション価格を評価

するかは非常に重要な問題となっている。ボラティリテ

ィの変動を表すモデルとしては，ARCH（Autoregressive 

Conditional Heteroskedasticity ）モデルと GARCH （ G 

eneralized ARCH）モデルが特に有名である。三井 (2000)，

三井・渡部 (2003)，渡部 (2003)では，このようなARCH

型モデルを用いて日経225オプションの実証研究を行な

っている。 

ARCHモデルを始めとしたボラティリティ変動モデル

の文献では，一般に，ボラティリティに対するショック

の持続性が非常に高いことが知られている。しかし，こ

のような持続性はボラティリティの構造変化によって引

き起こされた可能性が考えられる。このことから，構造

変化を捉えるためにARCHモデルにマルコフ過程に従う

状態変数を含めたマルコフ・スイッチングARCH 

(MS-ARCH) モデルが提案された。また，Gray (1996) は

ARCHモデルではなくGARCHモデルに構造変化を含め

たマルコフ・スイッチングGARCH (MS-GARCH) モデ

ルを提案した。GARCH (1,1)モデルはARCH (∞ ) モデ

ルに対応していることから，オプション価格の実証分析

に用いるボラティリティ変動モデルとしては，MS- 

ARCHモデルよりもMS-GARCHモデルのほうが適切で

あると考えられる。 

本研究で扱う日経225オプションのようなヨーロピア

ン・オプションの価格は，投資家の危険中立性を仮定す

るとモンテカルロ・シミュレーションによって簡単に導

出することができる。また，シミュレーションの収束を

早める手段としては，負相関法と制御変量法の２つの分

散減少法を用いることを提案する。 

 

２．マルコフ・スイッチングGARCHモデル 

t 時点の収益率を tR ，ボラティリティを 2
tσ とすると，

マルコフ・スイッチングGARCHモデルは次のように表さ

れる。 

t tR µ ε= + ,  (1) 

[ ] [ ], 0, . . ., 0, 1,t t t t t t tz z i i d E z Var zε σ σ= > = =  (2) 

2 2 2
1 1 2t t tt s s t s t tE Iσ ω α ε β σ− − −⎡ ⎤= + + | ,⎣ ⎦  (3) 

( )0 11
ts t ts sω ω ω= − + ,  (4) 

( )0 11
ts t ts sα α α= − + ,  (5) 

( )0 11
ts t ts sβ β β= − + .  (6) 

(1)式の定数項 µ は期待収益率， tε は誤差項であり，収

益率に自己相関は無いと仮定する。また，本稿では tS を

t 時点の原資産価格として，t 時点の収益率を ( )1t t tR S S −= −  

1tS − と定義する。(3)式の 2tI − は 2t − 時点までの情報集

合，つまり， ( )2 2 3,t t tI R R− − −= ,… である。(4)式，(5)式，

(6)式の ts はマルコフ過程に従う状態変数であり，その推

移確率は 

[ ] [ ]1 1Pr 1 1 Pr 0 0t t t ts s p s s q− −= | = = , = | = =  

とする。 ただし， [ ]1Pr t ts j s i−= | = は状態 i から状態 j に

推移する確率である。 0ts = のときのボラティリティを

2
0tσ ， 1ts = のときのボラティリティを 2

1tσ とすると，ボラ 

ティリティ 2
tσ はそれぞれ 2 2 2

0 0 0 1 0 1 2t t t tE Iσ ω α ε β σ− − −⎡ ⎤= + + |⎣ ⎦ ，

2 2 2
1 1 1 1 1 1 2t t t tE Iσ ω α ε β σ− − −⎡ ⎤= + + |⎣ ⎦となる。(3)式の条件付き

期待値 2
1 2t tE Iσ − −⎡ ⎤|⎣ ⎦ は， 2 2

1 2 0, 1 1 2Pr 0 |t t t t tE I s Iσ σ− − − − −⎡ ⎤| = =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦  

2
1, 1 1 2Pr 1|t t ts Iσ − − −+ =⎡ ⎤⎣ ⎦である。 

誤差項が正規分布に従う場合，(2)式における tz は， 
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( ). . . 0,1tz i i d N  (7) 

となる。また， t 分布に従う場合には， 

( ). . . 0,1,tz i i d t ν .  (8) 

となる。ただし，ν は自由度であり， tz の分散は1に基

準化されている。このマルコフ・スイッチングGARCH

モデルのパラメータは， 尤法によって推定することが

できる。 

 

３．モンテカルロ・シミュレーションによるオプション

価格の評価法 

3.1. 危険中立性の下でのオプション価格 

投資家が危険中立的な場合，ヨーロピアン・オプショ

ンの価格は，満期におけるオプション価格の期待値を安

全資産の金利 r で割り引いた割引現在価値となる。すな

わち，T τ+ 時点が満期で権利行使価格 K のコール・オ

プションの T 時点の価格を TC ，プット・オプションの

価格を TP とすると， 

( ) ( )1 ,0 ,T TC r E Max S Kτ
τ

−
+⎡ ⎤= + −⎣ ⎦  (9) 

( ) ( )1 ,0T TP r E Max K Sτ
τ

−
+⎡ ⎤= + −⎣ ⎦  (10) 

と表される。ここで， TS τ+ はオプションの満期の原資産

価格である。MS-GARCHモデルの場合，右辺の期待値を

解析的に求めることができないので，モンテカルロ・シ

ミュレーションによって評価する。シミュレーションを

n 回行ない，n 個の満期の原資産価格 TS τ+ が得られたと 

して，これらを ( ) ( ) ( )( )1 2, , , n
T T TS S Sτ τ τ+ + +K する。ただし， ( )i

TS τ+
は 

i 回目のパスの発生によって得られた満期の原資産価格

である。n が十分に大きいとき，大数の法則より(9)，(10)

式の期待値はそれぞれ以下の式によって評価できる。 

( ) ( )( )
1

1,0 ,0 ,
n

i
T T

i
E Max S K Max S K

nτ τ+ +
=

⎡ ⎤− ≈ −⎣ ⎦ ∑  (11) 

 

( ) ( )( )
1

1,0 ,0 .
n

i
T T

i
E Max K S Max K S

nτ τ+ +
=

⎡ ⎤− ≈ −⎣ ⎦ ∑  (12) 

 

3.2. シミュレーションの手順 

本稿のモデルにおけるオプション価格の計算手順は以

下の通りである。ただし，ここでの説明ではMS-GARCH

モデルの誤差項は正規分布に従うとする。 

[1] 標本{ }1 2, , , TR R RK を使って，MS-GARCHモデルの未

知パラメータを 尤推定する。 

[2] 互いに独立な標準正規分布から{ }( ) ( ) ( )
1 2 1
, , ,

ni i i
T T T i

z z z τ+ + + =
K

をサンプリングする。 

[3] 互いに独立な標準一様分布から { }( ) ( ) ( )
1 2 1
, , ,

ni i i
T T T i

u u u τ+ + + =
K

をサンプリングする。 

[4] 手順[3]の一様乱数と 尤法で推定された推移確率

p ， q を使って，マルコフ過程に従う状態変数

{ }( ) ( ) ( )
1 2 1
, , ,

ni i i
T T T i

s s s τ+ + + =
K を求める。 

[5] 手順[2]，[4]の値をMS-GARCHモデルに代入して，

{ }( ) ( ) ( )
1 2 1
, , ,

ni i i
T T T i

R R R τ+ + + =
K を計算する。 

[6] 次の式を使ってオプションの満期 T τ+ 時点におけ

る原資産価格 ( ) ( ) ( )( )1 2, , , n
T T TS S Sτ τ τ+ + +K を求める。 

( ) ( )( )
1

1 , 1,2, , .i i
T T T s

s

S S R i n
τ

τ+ +
=

= + =∏ K  (13) 

[7] 次の式からコール・オプションの価格 TC ，プット・

オプションの価格 TP をそれぞれ計算する。 

( ) ( )( )
1

11 ,0 ,
n

i
T T

i
C r Max S K

n
τ

τ
−

+
=

≈ + −∑  (14) 

( ) ( )( )
1

11 ,0 .
n

i
T T

i
P r Max K S

n
τ

τ
−

+
=

≈ + −∑  (15) 

シミュレーションの回数は 10,000n = 程度で十分である

と考えられる。計算される TC ， TP の分散を小さくする

ために，本稿では代表的な分散減少法である制御変量法

と負相関法を併せて用いることを提案する。 

ところで，手順[4]では一様乱数と推移確率を用いてマ

ルコフ過程に従う状態変数を求めていくのだが，出発点

である 1T + 時点の状態変数 1Ts + に関してはこの方法が

適用できない。なぜならば，手順[1]においてパラメータ

の 尤推定を行なってもオプションの評価時点である

T 時点の状態変数 Ts の値は依然として未知であり，既知

でなければ一様乱数と推移確率から状態変数 1Ts + を求め

ることはできないからである。したがって， 1Ts + につい

てはハミルトン・フィルタで得られた T 時点の確率

Pr |T Ts i I=⎡ ⎤⎣ ⎦と推移確率 1Pr |T Ts j s i+ = =⎡ ⎤⎣ ⎦を使って 

1

1 1
0

Pr | Pr | Pr |T T T T T T
i

s j I s j s i s i I+ +
=

= = = = =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑  

を計算し，この確率からサンプリングを行なうことにす

る。 

 

3.3. 分散減少法 

本稿ではシミュレーションの値の分散を減らし，より

精度の高い推定値を得るために負相関法と制御変量法の

～ 

～ 
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２つの分散減少法を用いることを提案する。 

負相関法とは，乱数を発生させるときになるべく互い

に負の相関を持つ系列を２つ生成し，それらの平均値を

取ることによってサンプリングの誤差を減らす手法であ

る。本稿のモデルでは，手順[2]において標準正規分布か 

ら{ }( ) ( ) ( )
1 2 1
, , ,

ni i i
T T T i

z z z τ+ + + =
K がサンプリングされたとすると，

それにマイナスをつけた値 { }( ) ( ) ( )
1 2 1
, , ,

ni i i
T T T i

z z z τ+ + + =
− − −K を作 

成して乱数に加える。手順[3]でも同様に，標準一様分布 

から { }( ) ( ) ( )
1 2 1
, , ,

ni i i
T T T i

u u u τ+ + + =
K をサンプリングしたら，1 から

一様乱数を引いた値 { }( ) ( ) ( )
1 2 1

1 ,1 , ,1
ni i i

T T T i
u u u τ+ + + =

− − −K を追加 

する。したがって，手順[4]以降のシミュレーションの回

数は 2n となる。このような２種類の乱数系列を用いて計 

算される満期の原資産価格，すなわち ( ){ }
1

n
i

T
i

S τ+
=
と

( ){ }2

1

ni
T

i n
S τ+

= +
の間には高い負の相関が生じるので，それによ 

って計算されるオプション価格の分散を小さくすること

ができる。 

もう一つの分散減少法である制御変量法とは，解析的

に計算できる変量を制御変量として，制御変量を解析的

に計算した値とシミュレーションによって計算した値の

両方を使って分散を小さくする方法である。制御変量法

の制御変量としてはBSモデルのオプション価格を用い

ることにする。BSモデルでは，原資産価格 S は次の幾何

ブラウン運動に従うと仮定している。 

.dS Sdt SdWµ σ= +  

ただし，µ は期待収益率，dt は無限小の時間間隔，σ は

標準偏差，dW は標準ウィナー過程の無限小増分である。

このとき，伊藤の公式から原資産価格の自然対数 ln S は 

21ln
2

d S dt dWµ σ σ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

となり， ln S は算術ブラウン運動に従う。ここで，オプ

ション価格の評価時点であるT 時点の原資産価格を TS ，

満期の T τ+ 時点の原資産価格を TS τ+ とすると，それぞ

れの自然対数の差である ln lnT TS Sτ+ − は次のような正規

分布に従う。 

2 21ln ln , .
2T TS S Nτ µ σ τ σ τ+

⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

本稿では投資家の危険中立性を仮定しているので，µ は

連続複利方式の安全資産の金利 r′に等しくなる。したが

って，連続複利における t 時点の収益率 1ln lnt t tR S S −= −

は， 

( )

21 ,
2

, . . . 0,1

t t

t t t

R r

z z i i d N

σ ε

ε σ

′= − +

=
  (16) 

と定式化することができる。また， ln lnT TS Sτ+ − は以下

のように書き換えることができる。 

( ) ( ) ( )1 1 2 1

1 1

ln ln
ln ln ln ln ln ln

.

T T

T T T T T T

T T T

S S
S S S S S S

R R R

τ

τ τ τ τ

τ τ

+

+ + − + − + − +

+ + − +

−

= − + − + + −

= + + +

L

L

  

(17) 

したがって， i 回目のパスの発生によって得られた満期

の原資産価格 ( )i
TS τ+

は(16)式，(17)式より次式のように表

現できる。 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )

1 1

2 2 2
1 1

2

1

exp

1 1 1exp
2 2 2

1exp , 1,2, , .
2

i i i i
T T T T T

i i i
T T T T

T
i

T t
t T

S S R R R

S r r r

S r z i n

τ τ τ

τ τ

τ

σ ε σ ε σ ε

τ σ τ σ

+ + + − +

+ + − +

+

= +

= + + +

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′= − + + − + + + − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
⎛ ⎞′= − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

L

L

K

(18) 

よって，BSモデルからシミュレーションによって満期の

原資産価格を求めるにはこの式を用いることになる。シ

ミュレーションを行なうと同時に，BS公式からオプショ

ン価格の解析解も計算する。MS-GARCHモデルからシミ

ュレーションで計算された満期 T τ+ 時点における原資

産価格を ( )i
MS GARCHS − ，BSモデルからシミュレーションで計

算された満期における原資産価格を ( )i
BSS とする。さらに，

それぞれのモデルで計算されたT 時点のコール・オプシ

ョン価格を MS GARCHC −
% ， BSC% とする。また，BS公式による

解析解を BSC とする。これらを使って，コール・オプシ

ョン価格を次のように計算する。 

( ).T MS GARCH BS BSC C C Cϕ−= − −% %  (19) 

上式の両辺の期待値をとると， 

( )
( )

T MS GARCH BS BS

MS GARCH BS BS

MS GARCH

E C E C C C

E C C C

E C

ϕ

ϕ

−

−

−

⎡ ⎤= − −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤= − −⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⎣ ⎦

% %

%

%

 

となり，左辺のシミュレーションで得られる TC の期待値

は，MS-GARCHモデルからシミュレーションで計算され

る MS GARCHC −
% の期待値と等しいことが分かる。また，(19)

式より， TC の分散は次のように表される。 

2 2 , .T MS GARCH BS MS GARCH BSVar C Var C Var C Cov C Cϕ ϕ− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
% % % %  

この分散を 小化するϕ は，上式をϕ で偏微分してゼロ

～

～ 
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とおきϕ に関して解いた ,MS GARCH BS BSCov C C Var Cϕ −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
% % %

となる。プット・オプションの計算も同様に行なう。 

MS-GARCHモデルの誤差項が(8)式のように t 分布に

従う場合には，手順[2]において標準正規分布からではな

く，自由度 ν ，分散 1 に基準化された t 分布から 

{ }( ) ( ) ( )
1 2 1
, , ,

ni i i
T T T i

z z z τ+ + + =
K をサンプリングすることになる。こ

のサンプリングを行なうには，まず，互いに独立な標準

正規分布と自由度ν の 2χ 分布からそれぞれ ( )i
tx と ( )i

tw を

サンプリングして， ( ) ( ) ( )2i i i
t t tz x wν= − と計算すればよ

い。この場合，制御変量法でBSモデルのオプション価格

をシミュレーションで求める際には，(18)式の ( )i
tz の代

わりに ( )i
tx を使って計算することになる。 

 

４．まとめ 

本稿では，原資産価格のボラティリティがMS-GARCH

モデルに従う場合の，シミュレーションによるオプショ

ン価格の評価法の解説を行なった。第２回では，日経225

オプション・データを用いた実証分析の結果について述

べることにする。 
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１．ＲＮプライム指数構成銘柄の一部変更 
 

Ｒｕｓｓｅｌｌ/Ｎｏｍｕｒａ Ｐｒｉｍｅインデックス（ＲＮプライム指数）構成銘柄について，以下のとおり除外することについて

の発表がありましたので，お知らせいたします。 
 

除外銘柄（コード） 実施日 

すかいらーく（8180) 平成18年８月23日（水) 

ヨークベニマル（8188) 

ＳＭＢＣフレンド証券（8623) 
平成18年９月１日（金) 

  
２．日経平均株価及び日経株価指数300構成銘柄の一部入替え 
 

(株)日本経済新聞社より，日経平均株価及び日経株価指数300構成銘柄について，定期見直しに伴い，以下のとおり

銘柄の一部入替えを行う旨の発表がありましたので，お知らせします。 
 

１．日経平均株価 
 

除外銘柄 コード 採用銘柄 コード 実施日 

日本製粉 2001 東急不動産 8815 

東映 9605 東宝 9602 
平成18年10月２日（月) 

 
２．日経株価指数300 
 

除外銘柄 コード 採用銘柄 コード 実施日 

日鉄鉱業 1515 ヤフー 4689 

共同印刷 7914 日東電工 6988 

応用地質 9755 レオパレス２１ 8848 

平成18年10月２日（月) 
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