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１．はじめに 

 先物を保有する目的の一つに現物の価格変動のリスク

ヘッジがある。現物と先物から構成されるポートフォリ

オの価格変化率の分散を最小にするために必要な現物１

単位あたりの先物保有高を最適ヘッジ比率と呼び、それ

は現物と先物の価格変化率の共分散を先物の価格変化率

の分散で割った値になる。そこで、もし現物と先物の価

格変化率の分散や共分散が時間を通じて変動するならば、

最適ヘッジ比率もそれに伴って変動することになる。複

数の資産の価格変化率の分散や共分散の時間を通じた変

動を明示的に定式化する代表的な時系列モデルに多変量

GARCHモデルがある。本稿は現物と先物の価格変化率を

２変量GARCHモデルで定式化し、それによって最適ヘッ

ジ比率を計算することで、ヘッジの効率性が上昇するか

どうかを日経平均株価指数およびその先物のデータを使

って実証分析したものである。 

 

２．最適ヘッジ比率 

 現物１単位のt-１期からt期までの価格変動をヘッジ

するためにt-１期において tφ 単位の先物を保有するもの

としよう。このとき、現物と先物の価格変化率をそれぞ

れ ts , tf で表すと、最適ヘッジ比率とは、 ttt fs φ− のt-

１期の情報に基づく条件付分散を最小にする tφ のこと

である。ここで、 ts , tf のt-１期の情報に基づく条件付

分散をそれぞれ tsh , , tfh , ､ ts と tf の条件付共分散を

tsfh , で表すと、 ttt fs φ− のt-１期の情報に基づく条件付

分散は、 

tsfttftts hhh ,,
2

, 2φφ −+  

となり、これを最小化する tφ は、 
 

tftsft hh ,,
* /=φ  (1) 

である。もし tsfh , や tfh , が時間を通じて一定であれば、

最適ヘッジ比率 *
tφ も時間を通じて一定となり、 ts を tf  

に回帰した係数として最小２乗法（OLS）により簡単に

推定できる。しかし、 tsfh , や tfh , が時間を通じて変動す

る場合には、それらを各期各期予測し、予測された値を

(1)式に代入することにより最適ヘッジ比率を計算しな

ければならない。 

    

３．２変量GARCHモデル 

 まず、現物の価格変化率 ts と先物の価格変化率 tf を以

下のように定式化する。 

,,tssts εµ +=   .,tfftf εµ +=  (2) 

ここで、 ,sµ sµ はそれぞれ ,ts tf の平均を表す。誤差ベ

クトル ],[ ,, ′tfts εε のt-１期の情報に基づく条件付分布は

平均 ]0,0[ ′ の２変量正規分布であると仮定する。

,,tsε tf ,ε の条件付分散 tsh , , tfh , および条件付共分散

tsfh , の変動を定式化するために、本稿では２変量

GARCHモデルを用いる。２変量GARCHモデルはいくつ

かの異なるモデルが提案されている (詳しくは 
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Bollerslev / Engle / Nelson (1994) を参照のこと) が、 本

稿の分析では代表的なモデルである(a)ベクトルGARCH

モデル、(b)対角化ベクトルGARCHモデル、(c)相関係数

一定モデル、(d)BEKKモデルをすべて用いている。以下、

これらのモデルについて説明する。 

 

(a) ベクトルGARCHモデル 

 ベクトルGARCHモデルでは、 tsh , , tfh , , tsfh , の変動を

次のように定式化する。 
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ここで、 ,ic ,ija ijg  )3,2,1,( =ji  は未知のパラメータ

である。 ,],,[ 2
1,

2
1,

2
1, ′−−− tftfsts εεε  ],,[ 1,1,1, ′−−− tftfsts hhh だ

けでなく、さらにそれらの過去の値も加えることができ

るが、そうするとパラメータの数が多くなり推定が困難

なので、本稿では(3)式のような最も簡単な定式化を採用

する。 

 

(b) 対角化ベクトルGARCHモデル 

 ベクトルGARCHモデル(3)式において、パラメータの

数を減らすため、以下のように右辺第２項および第３項

のパラメータ行列を対角行列にしたものが、対角ベクト

ルGARCHモデルである。 
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(c) 相関係数一定モデル 

 分散 tsh , , tfh , は変動するものの、相関係数 ρは時間を

通じて一定であると仮定するモデルである。このモデル

では、共分散は次のように表される。 

,,,, tftstsf hhh ρ=  .11 ≤≤− ρ  

分散の変動は、本稿では、通常の１変量GARCHモデル 

,1,
2

1,, −− ++= tsstsssts hgach ε  ,0>sc  ,0, ≥ss ga  

,1,
2

1,, −− ++= tfftffftf hgach ε  ,0>fc  ,0, ≥ff ga  

によって定式化する。ここで、パラメータに非負制約を

課すのは分散が負にならないようにするためである。 

 

(d) BEKKモデル 

  BEKKモデル１では、分散共分散行列 

�
�

�
�
�

�
=

tftsf

tsfts
t hh

hh
H

,,

,,
 

の変動を次のように定式化する。 

.''' 1
'

11 GHGAACCH tttt −−− ++= εε  (5) 

ここで、行列Cは未知のパラメータからなる２行２列の

上三角行列で、行列 GA, は未知のパラメータからなる２

行２列の行列である。分散共分散行列をこのように２次

形式として定式化するのは、分散共分散行列が正値定符

号行列であることを保証するためである。 

 

 BEKKモデルと相関係数一定モデルでは分散共分散行

列は正値定符号行列であることが保証されるが、ベクト

ルGARCHモデルと対角化ベクトルGARCHモデルでは保
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証されない。しかし、ベクトルGARCHモデルと対角化ベ

クトルGARCHモデルにおいても分散共分散行列が正値

定符号行列であることを保証するための制約を課すこと

は可能であり（詳しくは、Engle / Kroner (1995) を参照

のこと）、本稿でもベクトルGARCHモデルと対角化ベク

トルGARCHモデルはそうした制約の下で推定を行って

いる。パラメータは全て最尤法により推定した。 

 

４．推定結果 

 本稿の分析で用いたデータは、東京証券取引所市場第

一部上場225銘柄で構成される日経平均株価と大阪証券

取引所で取引されている日経225先物価格の日次データ

である２。日経225先物市場では、常に限月の異なる５つ

の先物が取引されており、先物価格はその中の期近もの

の価格を使用し、限月に入ったらすぐに翌限月ものの価

格に切り替えている。最適ヘッジ比率の計算は以下の通

り行っている。まず、1994年３月29日から1998年４月14

日までの1000個の標本を使って各２変量GARCHモデル

のパラメータを最尤推定し、次に、パラメータの値を推

定された値に固定して１期先の分散および共分散の予測

を2002年４月23日まで行った。最期に、予測された分散

および共分散を(1)式に代入することにより最適ヘッジ

比率を計算した。 

 表１は、各モデルで予測された最適ヘッジ比率 *
tφ を使

って現物１単位と先物 *
tφ 単位からなるポートフォリオ

の価格変化率 ttt fs *φ− の標本分散を計算したものであ

る。この標本分散の値が小さいほど、ヘッジの効率性が

高いことになる。表１では、比較のため、最適ヘッジ比

率を最小２乗法（OLS）によって計算した場合について

も同様に ttt fs *φ− の標本分散を計算している。また、単

純にヘッジ比率を１に固定した場合や先物によるヘッジ

を全く行わない場合とも比較するため、 tt fs − や ts の標

本分散も計算している。言うまでもなく、先物によるヘ

ッジを行わない場合の標本分散は2.536で、他と比べて飛

びぬけて大きな値になっている。また、２変量GARCH

モデルにせよOLSにせよ最適ヘッジ比率を計算してヘッ

ジを行った方がヘッジ比率を１に固定した場合よりも標

本分散が小さくなっており、ヘッジの効率性は高まって

いる。OLSと２変量GARCHモデルとを比べると、２変量

GARCHモデルとしてベクトルGARCHモデルを用いた場

合にはOLSよりも標本分散が小さくなっており、ヘッジ

の効率性は高まっている。ところが、BEKKモデルを用

いた場合には標本分散はOLSと同じで、それ以外の対角

化ベクトルGARCHモデルや相関係数一定モデルを用い

た場合にはOLSよりも分散が大きくなっている。このこ

とは、２変量GARCHモデルを用いれば必ずOLSよりもヘ

ッジの効率性が高まるというわけではなく、モデルの選

択を誤るとむしろ効率性が下がってしまう可能性がある

ことを示しており、重要である。 
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表１ ポートフォリオのリターンの分散 

多変量GARCH 

ベクトル 多角化ベクトル 相関係数一定 BEKK 
OLS ヘッジ比率＝１ ヘッジなし 

0.239 0.252 0.244 0.242 0.242 0.264 2.536 

 

 

注 

1 Baba、Engle、Kraft、Kronerによって提案されたので、

４人の頭文字をとってBEKKモデルと呼ばれている。 

2 これらのデータはすべて大阪証券取引所から提供して

頂いた。ここに記して感謝の意を表したい。 

 

 

 

 

 

 

 

 
 


