
概 要

¨本論文は，Ait-Sahalia and Lo［１］が提案したノンパラ

メトリックな推定手法に基づきながら，大阪証券取引所

で取引されている株価指数オプションの市場価格から状

態価格密度を推定した実証結果を報告している。ここで

いう状態価格密度（state price density）は，投資家の株

価変動に対するヘッジ需要について重要な情報を提供し

ている。特に，状態価格密度の下方の形状は，将来の株

価下落に対してどの程度のプレミアムを支払う準備があ

るのかに関する情報を含んでいる。本論文では，状態価

格密度の下方形状を正確に推定できるノンパラメトリッ

クな手法を適用しながら，投資家のヘッジ需要を推定し

ていく。ここでの実証結果は，ヘッジ機能を有している

複雑なデリバティブ商品の価格評価や，リスク管理に応

用することができる。

１ はじめに

モダン・ファイナンス理論では，状態価格密度（state

price density）という概念が，複雑なペイオフ構造を持

つデリバティブの価格評価や，込み入った保有ポート

フォリオのリスク管理を行っていく上で，もっとも基本

的な役割，すなわちビルディング・ブロックの役割を果

たしている。

状態価格密度とは，ある原資産価格（本論文では，株価

指数）の特定の水準について，その水準で１単位のペイ

オフが得られる基本債券の値付け情報を意味している。

こうした状態価格密度には，資産価格が当該水準に到達

する物理的な確率とともに，その当該水準における投資

家の危険回避度合いを反映している。たとえば，株価指

数が極端に下落した水準においては，その下落状態の確

率的な可能性がたとえ低くても，危険回避的な投資家が

その下落状態をぜひとも回避したいとすれば，株価指数

が下落した水準での状態価格密度は高い値を示す可能性

がある。

いいかえると，株式市場に参加している投資家の間で

は，株価が下落する状態に対してヘッジをしようとする

需要（ヘッジ需要）がどれだけ強いのかが，株価下落水

準における状態価格密度の高さに反映されていることに

なる。したがって，ヘッジ機能を有しているデリバティ

ブの資産価格評価や，ヘッジを旨としたリスク管理にお

いて，状態価格密度がもたらす情報はきわめて重要な役

割を果たしうるのである。

しかしながら，状態価格密度を直接観察することがで

きないために，資産価格評価やリスク管理においてリス

ク評価が必要な場合にも，状態価格密度が明示的に用い

られることはなかった。標準的な資産価格モデルやリス

ク管理手法では，状態価格密度が暗黙に想定されてはい

るものの，明示的に取り扱われているわけではないので

ある。

実は，Ross［１０］，Banz and Miller［２］，Breeden and

Litzenberger［４］等が理論的に示したように，オプショ

ン価格評価関数の行使価格に関する二階微分が状態価格

密度に相当することは以前より知られていた。それにも

かかわらず，オプション価格評価とのエレガントな関係

から状態価格密度を導出するという作業が行われてこな

かったのは，オプション価格評価関数がパラメトリック

に特定されるケースがきわめて限定されているからであ

る。１９７０年代に発見された著名なブラック・ショールズ

公式（Black and Scholes［３］，Merton［７］）は，いぜんと

して，パラメトリックな形が特定されているオプション
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価格評価関数の数少ない事例である。オプション価格評

価の関数形が特定されていなければ，上述のエレガント

な関係を活用することができない。

オプション価格評価関数の理論的な導出が困難である

¨状況に対して，Ait-Sahalia and Lo［１］は，オプション価

格評価関数を理論モデルからパラメトリックに導出する

のではなく，オプションの市場価格からノンパラメト

リックに推定していくことを提案している。こうしてノ

ンパラメトリックに推定されたオプション価格評価関数

を得ることができれば，上述の理論的な関係から状態価

格密度を数値的に導き出すことが可能となる。

¨本論文は，Ait-Sahalia and Lo［１］が提案した手法に沿

いながら，大阪証券取引所に上場されている株価指数オ

プションの市場価格データからオプション価格評価関数

をノンパラメトリックに推定した上で，状態価格密度を

導出することを目的としている。

われわれの論文の大きな特徴は，先述したヘッジ需要

に関する情報に強い興味があることから，その目的に

合った形でノンパラメトリックな推計手法を適用してい

るところにある。ヘッジ需要の情報を適切に抽出するた

めには，状態価格密度関数の下方テイル（下端）の形状

¨を正確に推定する必要がある。Ait-Sahalia and Lo［１］が

用いている the Nadaraya-Watson kernel（以下，NW）

に依拠した推定法では，両側の境界に近い関数の形状を

正確に推定することができないことが知られている。し

たがって，NW推定法は，われわれの研究目的に必ずし

も合致していない。

本論文では，最近のノンパラメトリックな推定手法の

研究分野で Ruppert and Wand［１１］等が提案している

the local polynomial（以下，LP）推定法を活用していく。

この推定法は，関数形状の近似において内部領域ばかり

ではなく，両端の境界に近い領域でも，推定のバイアス

が生じない。したがって，LP推定法は，状態価格密度関

数の下方テイルを正確に推定する目的に非常に適してい

るのである。

本論文は，次のように構成されている。第２節では状

態価格密度の導出方法を説明する一方，第３節では推定

方法および推定結果を報告している。第４節で結論を述

べている。

２ 状態価格密度の導出方法

前節で述べたように状態価格密度（state price den-

sity）には，投資家のヘッジ需要に関する情報が含まれ

ているが，それを直接観察することはできない。しかし

ながら，Ross［１０］，Banz and Miller［２］，Breeden and

Litzenberger［４］達が明らかにしたように，状態価格密

度
�（��）とヨーロピアン・オプション価格評価関数の
間には次のような関係が成立している。


�（��）＝
exp（�����）���（���	������������）�	� ，�

ここで�は，満期が��
����，行使価格が	，現在の株
価指数が��のヨーロピアン・コール・オプションの�期
における価格評価関数を示している。また，���� は�期
と�期をはさむ期間の安全利子率，����は同期間の配当
収益率を表している。

上の関係は，もしヨーロピアン・オプション価格評価

の関数形を特定することができれば，即座に状態価格密

度を導出できることを示している。しかしながら，オプ

ション価格評価関数がパラメトリックに特定できるケー

スがきわめて限定されていることから，ファイナンスの

実証研究では，�式から状態価格密度を導出するという

ことが困難であった。１９７０年代に発見された著名なブ

ラック・ショールズ公式（Black and Scholes［３］，Merton

［７］）は，いぜんとしてパラメトリックな形が特定されて

いるオプション価格評価関数の数少ない事例である。

Äit-Sahalia and Lo［１］は，�式によって表されるオプ

ション価格評価関数と状態価格密度の関係を活用するた

めに，理論モデルからパラメトリックにオプション価格

評価関数を導出するのではなく，オプションの市場価格
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データからノンパラメトリック（nonparametric）にオ

プション価格評価関数を推定する手法を提案している。

彼らは，ヨーロピアン・コール・オプション価格評価関

数�をノンパラメトリックに推定するために，次のよう
ないくつかの工夫を行い，推定されたオプション価格評

価関数から状態価格密度を導き出しているのである。

第１に，株価指数の現在水準��や配当水準����に関す
る情報は，先物価格の保有コスト・モデルである

�����exp（�（����－����））��
の関係を通じて，先物価格の水準に集約されていると想

定する。第２に，安全利子率����は，�期と�期の間で一
定しており，�に置き換える。上の２つの単純化によっ
て，オプション価格評価関数�（���	������������）は，�（�����	��）という形に簡単化できる。

¨さらに，Ait-Sahalia and Lo［１］は，データの作成につ

いても以下の点に関して注意を払っている。第１に，株

価指数オプション，株価指数先物，さらには株価指数を

構成してる個別銘柄が別々の市場で取引されていること

から，それぞれの市場価格が異なったタイミングで観察

されてしまう可能性がある。たとえば，S＆P５００指数先

物は，the Chicago Mercantile Exchangeで取引されてい

る一方，それに対応する指数オプションは，the Chicago

Board Options Exchangeで取引されている。

第２に，オプション契約がディープ・イン・ザ・マ

ネー（deep in the money，以下では，DITM）になると，

その契約を取引している市場の流動性が低くなり（買い

手不足になり），オプション価格が過小評価される傾向

がある。その結果，プット・コール平価関係は厳密な等

号で成立しなくなってしまう。たとえば，コール・オプ

ションがDITMになると，コール価格とプット価格の関

係は次のようにプット・コール平価関係から乖離してし

まう。

�+	exp（－��）<�+����exp（－��）,

ここで，�（もしくは，�）は，ヨーロピアン・コール（も
しくは，プット）の市場価格を表している。

Äit-Sahalia and Lo［１］は，上述の２つの問題を回避す

るために，アット・ザ・マネーにあるプット契約とコー

ル契約を活用することを提案している。行使価格が現在

の株価指数水準にきわめて近い（アット・ザ・マネーの）

コールとプットの契約価格が与えられると，指数先物価

格の理論値は����，保有コストモデルである
exp（��）（�－�+	exp（－��））

から導き出すことができる。上の手続きにしたがうと，

オプション市場価格のみから指数先物価格を導出できる

ことから，指数先物価格や株価指数構成銘柄価格が異

なったタイミングで観察されるという第１の問題を完全

に回避することができる。

また，こうして導出された指数先物価格の理論値とア

ウト・オブ・ザ・マネー（out-of-the-money，以下では，

OTM）のプット・オプション価格をプット・コール平価

関係（�+（����－	）exp（－��））に代入すると，ITMの
コール・オプション価格を理論的に導き出すことができ

る。その結果，DITMのコール・オプション契約が過小

に評価されるという第２の問題を回避することができる。

Äit-Sahalia and Lo［１］は，コール・オプション価格評

価関数をノンパラメトリックに推計するために，the

Nadaraya-Watson kernel（以下では，NW）推定法を用

いている。しかしながら，Ruppert and Wand［１１］等，

ノンパラメトリック推定手法に関する最近の計量経済学

的研究成果によると，当該関数のテイル（両端）の形状

を正確に推計するためには，NW推定法は決して望まし

くなく，the local polynomial（以下では，LP）推定法の

方が推定バイアスがないことが明らかにされてきた。特

に，われわれの興味が株価指数の下落に対するヘッジ需

要，すなわち状態価格密度の下方テイルにあることから，

LP推定法の方がわれわれの研究目的に適合していると

いえる。
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図１ プットコール平価関係からの乖離

本論文では，NW推定法とLP推定法を適用することで

両者を比較するとともに，株価指数の下落に対するヘッ

ジ需要についてはLP推定法からの情報に力点を置いて

解釈を行っていく。

３ 推定方法と推定結果

３．１大阪証券取引所における株価指数オプション取引

１９８９年に大阪証券取引所（以下，大証）では，日本にお

いてもっとも一般的な株価指数である日経平均株価（日

経２２５）に関するオプション取引を開始した１。当初，大

証では，権利行使方法としてアメリカン・タイプを採用

していたため，理論的に予測されるとおりプット・オプ

ション契約に関しては早期行使されたものもあった。前

節において示したヨーロピアン・オプションに関する状

態価格密度とオプション価格の関係を表わす�式は，早

期行使の可能性のあるアメリカン・オプション契約に関

しては成立しておらず，その理論的含意をそのまま利用

することはできない。

しかしながら，１９９２年６月以降に満期を迎える取引に

関しては，権利行使方法がヨーロピアン・タイプに切り

替えられた２。この制度変更により，われわれは，大証の

株価指数オプション価格から�式の理論的含意を探求す

ることができるようになったのである。したがって，わ

れわれの実証研究では，１９９２年下半期以降のオプション

の市場価格データを用いて状態価格密度の推定を行って

いく。

大証では，行使価格をあらたな限月の取引に関して設

定する際，取引開始前日の日経平均株価の値にもっとも

近い５００の倍数を基準に，５００円刻みで上下２種類の権利

行使価格が定められている。また，日経平均株価が大き

く変動しても，前日の株価を上下とも少なくとも２種類

の行使価格が網羅するように追加設定される。多くの取

引が ３ヶ月以内に満期を迎えるものに集中しており，

より長い残存期間を持つオプションの取引は市場流動性

が著しく低い。

前節で指摘したように，米国のオプション取引では，

DITMの取引がコールもプットも過小評価される傾向が

ある。すなわち，プット・コール平価式は，コールか

プットのいずれかがディープ・イン・ザ・マネーとなる

領域では，

�－�+（	－����）exp（－��）＝０
が成立していない。同様の傾向は，大証のデータにも認

められる。図１は，縦軸に表されているプット・コール

平価式の誤差

�－�+（	－����）exp（－��）
をインバース・マネーネス（	��，inverse moneyness），

および満期までの日数（取引日で１年が１になるように

基準化）に対してプロットしたものである。

図１から明らかなように，コールのDITMでは負の値

をとり，プットのDITMでは正の値をとる。こうした平

価関係からの乖離は，イン・ザ・マネーの取引において

流動性が低いことに起因している可能性が高い。１日あ

たりの取引量が５０を下回る取引を除去したデータについ

て平価式からの乖離をみると，アット・ザ・マネーを中

心により広範囲の取引で乖離が解消されていることを確

認することができる。
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図２ インプライド・ボラティリティ平面

一方，図２は，１９９５年上半期のデータを用いながら，

インプライド・ボラティリティ（implied volatility）をマ

ネーネス（��	）と残存期間に対してプロットしたもので
ある。図２に認められる傾向も，アメリカのそれと類似

性を持つ。すなわち，マネーネスの両端ではインプライ

ド・ボラティリティが顕著に高まり（文献ではボラティ

リティ・スマイルと呼ばれる現象である），満期までの

日数が短くなるにつれてインプライド・ボラティリティ

も大きくなる。図２は，大証のオプション市場において

も，インプライド・ボラティリティがマネーネスや残存

期間に大きく依存して変動することを示している。

１１９８９年以降，大証は日本におけるオプション取引の中心

市場となってきたものの，オプション価格，あるいはその取

引に関する学術的な研究対象として扱われることは非常にま

れであった。数少ない例外としては，Nishina and Nabil［９］

をあげることができる。彼らはオプション収益率およびプッ

ト・コール平価関係の成立に関して詳細な検討を行った。

Nakamura and Shiratsuka［８］は，有限差分法によって状態

価格密度を近似し，その時系列的な変化を検討した。後者の

研究は，われわれの研究目的と密接な関係を持っているもの

の，彼らの方法では推定結果に関して統計的な検証を行うこ

とができない。
２アメリカン・タイプからヨーロピアン・タイプへの切り

替えは，会員証券会社が顧客管理費を節約したいという要求

によるところが大きい。

３．２データの加工

本論文の実証研究では，ヨーロピアン・タイプの権利

行使が行われていた１９９２年下半期から１９９８年上半期まで

の大証におけるオプション市場価格データ（終値）を用い

ている。推定サンプルとしては，全期間を半年ごとに区

切り，計１２期間に関して状態価格密度を推定している。

前小節で指摘した大証でのオプション取引の特徴を念

¨頭に置きながら，Ait-Sahalia and Lo［１］が提案した方法

と同様のデータ加工を行っている。第１に，オプション

価格がついた時点と株式市場の取引終了時間が異なる可

能性を考慮し，現実の指数先物価格の終値を用いるので

はなく，アット・ザ・マネーにもっとも近い契約から先

物価格の理論値を推定したものを用いている。すなわち，

アット・ザ・マネー付近において，

�����＝�exp（��）－�exp（��）+	
という保有コスト・モデルに依拠しながら，指数先物価

格の理論値を導出している。

第２に，DITMのオプションに関する過小評価を是正

するために，市場流動性の高いOTMのプット・オプ

ションおよび上で推定した先物価格を用いながら，プッ

ト・コール平価式からITMのコール・オプション価格

を推定する。すなわち，ITMのコール・オプションに対

応するOTMのプット・オプションの価格を，

�����＝�－（	－�����）exp（－��）
に代入するわけである。

上の２つの工夫をこらしてデータを作成すると，半年

ごとのサンプルについて２０００個から４０００個の標本が利用

可能となった。

＊ 連絡先：〒５６０‐００４３ 豊中市待兼山町１‐７，大阪大学大

学院経済学研究科 齊藤 誠，電子メイル：makoto@econ.

osaka-u.ac.jp，電話：０６‐６８５０‐５２６４，ファックス：０６‐６８５０‐５２７４。

† 仁科一彦教授には大阪証券取引所の株価指数オプション

取引データ・ベースの活用をお許し頂いた。また，小暮厚之

教授，ならびに大阪大学でのセミナー参加者には有益なコメ

（５） 平成１２年（２０００年）７月１４日（金）
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ントを頂いた。齊藤は，文部省科学研究費ならびに大阪大学

大学院経済学研究科からの研究助成を受けている。ここに謝

辞を申し上げたい。
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（たかぎ・しんご／さいとう・まこと）

日経株価指数３００及び日経平均株価構成銘柄の一部入替えについて

日本経済新聞社は，平成１２年６月２６日（月），日経株価指数３００及び日経平均株価について，構成銘柄の合併

による上場廃止に伴い，下記のとおり，構成銘柄の一部入替えを発表しました。

記

日経株価指数３００

除外銘柄（コード） 補充銘柄（コード） 実 施 日

東 燃 （ ５００５ ） ゼ ネ ラ ル 石 油 （ ５０１２ ） 平成１２年７月３日

日経平均株価

除外銘柄（コード） 補充銘柄（コード） 実 施 日

東 燃 （ ５００５ ） 資 生 堂 （ ４９１１ ） 平成１２年７月３日

以 上

平成１２年（２０００年）７月１４日（金） （６）


