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連続時間モデルに基づく業績連動株式報酬制度の価値評価Ⅱ 
大西 匡光１ 

1. はじめに 
本稿（2026 年６月号，７月号）２の目的は，連続時間モデルに基づく業績連動株式報酬制度の価値評価モデルを提案

することである．近年，欧米諸国には遅れをとりながらも，我が国でも様々な産業，とりわけ成⾧産業でストック・オプシ

ョン，リストリクテッド・ストック（譲渡制限付き株式），パーフォーマンス・シェア等々の株式報酬制度への関心は高ま

りつつある．しかしながら，売上げや利益などの業績に連動させた株式報酬制度を評価する標準的な方法は無く，各企業

が独自の判断で価値評価しており，公正とは言えない状況にある．そこで，業績連動の無い通常のストック・オプションに

おいて実務上慣習的に適用されるブラック＝ショールズ・モデルに業績連動を組み込む形で，業績連動株式報酬制度の価

値評価のための連続時間の確率モデルの枠組みを提案・紹介する． 

株式報酬制度とは，企業が役員／従業員に対して，株式そのものや株価を参照して額が定まる現金によって報酬を授

与する制度で，業績や株価に条件を付けたり，連動させたりして，支給する株式報酬が決定されるインセンティブ報酬制

度の一群である．企業の業績や株価が授与する報酬と直接結びつくため，役員／従業員へのインセンティブ，すなわち経

営努力／労働意欲による成果に対する動機付けを引き出し，株主企業価値の向上への意識を高めることに繋がることが期

待される． 

これまで多様な種類の株式報酬制度が実施されているが，最近の企業の事例を見ると，売上げ（高）や利益などの業

績に条件を付したり，連動させたりする，いわゆる業績連動型株式報酬制度を実施している割合が多くなって来ている．

ここでいう業績条件とは，例えば，ある年度の営業利益が所定の額以上のとき，権利行使が可能になるといった類いのも

のである．株式報酬制度は，役員／従業員に付与されるため，このような業績条件を付すことで，役員の経営努力や従業

員の労働意欲を，より直接的に向上させるインセンティブに繋がるという効果が期待できる．実際に，業績連動の株式報

酬制度の実施によって業績の向上（つまり，売上げや利益の上昇）に繋がっている企業の事例が多いことからも，業績連

動の株式報酬制度に対するさらなる関心の高まりが予想される． 

ここで会計処理・税務上問題となるのが，それら株式報酬制度の公正価値の評価である．例えば，ストック・オプシ

ョンを例に挙げれば，その発行価格（いわゆる払込価額）の評価の問題がある．ストック・オプションは，あらかじめ決

められた価格で株式を購入できる権利であるため，発行価格によっては，ストック・オプション所有者が特に有利な金額

で株式を購入できる場合があり，既存の株主の利益を害する可能性がある．そのため，発行価格を如何に設定するかが重

要な問題となる． 

オプションの評価モデルとしては，金融工学／数理・計量ファイナンスでの標準的なモデルとして，ブラック＝ショ

ールズ・モデルがある（例えば, Cvitanić and Zapatero [17], Hull [20]）．これは，ヨーロピアン・オプション（権利行使期

間の最終日［満期］にのみ，権利行使可能なオプション）を，リスク中立確率測度のもとで，株価，行使価格，無リスク利

子率，分散（ボラティリティ），期間という 5 つのパラメータを用いて評価する，単純で明確なモデルである．このブラッ

ク＝ショールズ・モデルは，使いやすく，公正さや認知度からみても非常に有用なため，実務でも広く慣習的に使われて

いる． 

しかしながら，業績条件付きストック・オプションは，通常のストック・オプションと比較して権利行使可能性に制

限がかかり，そのためオプション価値にも影響を与えるものと考えられる．また，ブラック＝ショールズ公式を適用した

としても，業績条件については多くの仮定や前提を必要とするため，評価者によって評価額に幅が出てしまう．したがっ

て，業績条件付きストック・オプションの評価にブラック＝ショールズ公式を適用するのは，会計的にも不適切であると

も言える．それにもかかわらず，業績条件付きストック・オプションを発行している企業がその価値評価の方法として採

用しているのは，ブラック＝ショールズ公式である．それは業績条件付きストック・オプションの一般的で標準的な評価

モデルが存在しないことに起因する．ここに，ブラック＝ショールズ・モデルとは異なる，新しい業績条件付きストック・

オプションの価値評価方法が求められている． 

 
１ 大和大学 情報学部 情報学科，大阪大学 数理・データ科学教育研究センター［招へい教授］，大阪大学 名誉教授 
２ 2026 年６月号，７月号のそれぞれのレポートを単独でも読むことができるよう，できる限り自己完結的なものとするため，重複する

記述を敢えて避けない． 



先物・オプションレポート 2026 年７月号 

 2

本稿の目的は，著者らが[3]，[4]，[8]，[12]，[13]，[24]で行ってきた，業績条件付きストック・オプションの価値

評価の試みを，下記の 3 点で拡張・一般化することにある： 

(i) 業績モデルの基礎となる業績密度［率］過程を，ドリフト付きブラウン運動（前 2026 年６月号）に加えて，オルン

シュタイン＝ウーレンベック過程（本 2026 年７月号）をも扱えるようにすること； 

(ii) 業績条件が満たされた場合にのみ株式報酬が支払われる断崖 (cliff) 型の業績連動の形態をより一般化すること； 

(iii) 支払われる報酬（ペイオフ）を，プレーンなコール・オプション型に限定せず，より一般化すること． 

本稿は以下のように構成される．まず，第 2 節で株価と業績（オルンシュタイン＝ウーレンベック過程で表現）の同

時（結合）確率モデルを導入し，第３節において業績連動型株式報酬の価値を準解析的に導出する．最後に，第 4 節と数

学的補論では，業績連動型株式報酬の価値の，株価と業績との相関への依存性についての数理解析を行う． 

 

2. 業績連動型株式報酬制度の評価モデル 
評価モデルを構築するに当たり， 

(a) ブラック＝ショールズ・モデルのように，実務関係者に広く使われるよう，できる限り単純で，過度に数学的に難解

とならないものにすること， 

(b) 業績条件には標準となり得るものを設定すること， 

(c) 業績と株価は相関（確率的依存性・関連性）を持ち得ると仮定すること， 

(d) 現実の業績の時間変動を描写する確率モデルを目指すこと， 

(e) モデルに現れるパラメータの同定が容易であること， 

の５点を主たる目標とする． 

 

（必ずしも独立ではない）２つのブラウン運動が定義され，リスク中立確率測度 ℚ が導入された適当（適切）な確率

空間の上で，以下の株価と業績との同時（結合）確率モデルを考える： 

連続時間 ℝା ≔ [0, ∞)上で企業活動がなされ，離散時間 ℤା ≔ {0, 1, … } ⊂ ℝାにおいて会計・財務上の報告・開示がなさ

れるものとする．ただし，簡単のため，単位時間を 1（年）として，時点 𝑇 − 1 から時点 𝑇までの時間区間 (𝑇 − 1, 𝑇]を第  𝑇 

期（間）と呼ぶ．（ストック・オプションを含む）株式報酬制度が適用される時刻を時点  0 とする． 

 

2.1 株価モデル (𝑺𝒕, 𝒕 ≥ 𝟎)： 

ブラック＝ショールズ・モデルと同様，時点 𝑡 での株価 𝑆௧ は幾何ブラウン運動に従うと仮定する： 

 d𝑆௧ = 𝑟𝑆௧d𝑡 + σௌ𝑆௧d𝑊௧
ௌ,   𝑡 ≥ 0 (1)  

すなわち， 

 𝑆௧ = 𝑆଴exp ൜൬𝑟 −
1

2
𝜎ௌ

ଶ൰ 𝑡 + 𝜎ௌ𝑊௧
ௌൠ = 𝑆଴e௑೟ ,  𝑡 ≥ 0 (2)  

あるいは，対数株価 𝑋௧ ≔ ln 𝑆௧ − ln 𝑆଴は 

 d𝑋௧ = ቀ𝑟 −
ଵ

ଶ
𝜎ௌ

ଶቁ d𝑡 + 𝜎 ௌd𝑊௧
ௌ,   𝑡 ≥ 0 (3)  

すなわち， 

 𝑋௧ = ൬𝑟 −
1

2
𝜎ௌ

ଶ൰ 𝑡 + 𝜎ௌ𝑊௧
ௌ = 𝜇௑𝑡 + 𝜎ௌ𝑊௧

ௌ,  𝑡 ≥ 0 (4)  

ここで (𝑊௧
ௌ, 𝑡 ≥ 0)は標準ブラウン運動，𝑟 ≥ 0は連続複利での無リスク利子率，𝜎ௌ > 0はボラティリティ・パラメータであ

り，𝜇௑ ≔ 𝑟 −
ଵ

ଶ
𝜎ௌ

ଶとしている．このとき，𝑊௧
ௌ~𝑁(0, 𝑡)により，𝑋௧~𝑁(𝜇௑𝑡, 𝜎ௌ

ଶ𝑡) となる． 

 

2.2 業績モデル (𝑪𝒏, 𝒏 = 𝟏, 𝟐, … )： 

企業の業績は，通常，年度ごとや四半期ごとに開示される．この非連続的［離散時間的］な業績を連続時間モデルに

よって表現するために，まず，日々の業績よりもさらに小さい微小区間での業績強度［率］過程を考える．時点 𝑠 ≥ 0 で

の業績強度を 𝑌௦とし，(𝑌௦, 𝑠 ≥ 0) を業績強度過程と呼び，前 2026 年６月号ではドリフト付きブラウン運動を採用した場
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合を扱ったが，本 2026 年７月号では，業績強度過程として，ドリフト付きブラウン運動を（形式的には）拡張して，次

に扱うべきガウス過程である，下記のオルンシュタイン＝ウーレンベック過程（OU 過程，短期金利のバシチェック・モ

デル）で記述することを考える： 

 d𝑌௦ = (𝑎 − 𝑏𝑌௦)ds + 𝜎௒d𝑊௦
௒ = 𝑏 ⋅ ቀ

𝑎

𝑏
− 𝑌௦ቁ ds + 𝜎௒d𝑊௦

௒,  𝑠 ≥ 0 (5) 

ただし，𝑎, 𝑏, 𝜎௒ はパラメータである（𝑏 = 0 の場合が，形式的には，ドリフト付きブラウン運動となる）． 

この確率微分方程式は簡単に解くことができて， 

 𝑌௦ =
𝑎

𝑏
+ ቀ𝑌଴ −

𝑎

𝑏
ቁ eି௕௦ + 𝜎௒ න eି௕⋅(௦ି௨)d𝑊௨

௒
௦

଴

= 𝜇௒(𝑠) + 𝜎௒ න eି௕⋅(௦ି௨)d𝑊௨
௒

௦

଴

,  𝑠 ≥ 0 (6)  

を得る．ただし， 

 𝜇௒(𝑠) ≔ 𝔼[𝑌௦] =
𝑎

𝑏
+ ቀ𝑌଴ −

𝑎

𝑏
ቁ eି௕௦ ,  𝑠 ≥ 0 (7)  

とする．前 2026 年６月号と同様，この業績強度過程 (𝑌௦ , 𝑠 ≥ 0)から累積業績過程を求めれば， 

 𝐼௧ = න 𝑌௦d𝑠
௧

଴

= න ቆ𝜇௒(𝑠) + 𝜎௒ න eି௕⋅(௦ି௨)d𝑊௦
௒

௦

଴

ቇ d𝑠
௧

଴

= න 𝜇௒(𝑠)d𝑠 + 𝜎௒ න ቆන eି௕⋅(௦ି௨)d𝑊௨
௒

௦

଴

ቇ d𝑠
௧

଴

௧

଴

,  𝑡 ≥ 0 (8)  

を得る．ここで，確率的フビニ公式を用いれば，(8)式の最右辺の第 2 項は 

 න ቆන eି௕⋅(௦ି௨)d𝑊௨
௒

௦

௨ୀ଴

ቇ d𝑠
௧

௦ୀ଴

= න ቆන eି௕⋅(௦ି௨)d𝑠
௧

௦ୀ௨

ቇ d𝑊௨
௒

௧

௨ୀ଴

= න 𝛽(𝑡 − 𝑢)d𝑊௨
௒

௧

௨ୀ଴

 (9)  

と書ける．ただし， 

 𝛽(𝑡) ≔ න eି௕௦d𝑠
௧

଴

=
1

𝑏
(1 − eି௕௧), 𝑡 ≥ 0 (10)  

と置いた．この関数  𝛽(⋅) を用いれば， 

 න 𝜇௒(𝑠)d𝑠
௧

଴

  = න ቄ
𝑎

𝑏
  +   ቀ 𝑌଴  −  

𝑎

𝑏
 ቁ eି௕௦   ቅ

௧

଴

d𝑠  =
𝑎

𝑏
𝑡 + ቀ 𝑌଴  −  

𝑎

𝑏
 ቁ 𝛽(𝑡) (11)  

と計算されるので，累積業績過程 (𝐼௧, 𝑡 ≥ 0)の表現： 

 𝐼௧ = න 𝑌௦d𝑠
௧

଴

= න 𝜇௒(𝑠)d𝑠 + 𝜎௒ න ቆන eି௕⋅(௦ି௨)d𝑊௨
௒

௦

଴

ቇ d𝑠
௧

଴

௧

଴

=
𝑎

𝑏
𝑡 + ቀ 𝑌଴  −  

𝑎

𝑏
 ቁ 𝛽(𝑡) + 𝜎௒ න 𝛽(𝑡 − 𝑢)d𝑊௨

௒
௧

଴

, 𝑡 ≥ 0 (12)  

を得る． 

最後に，この累積業績過程 (𝐼௦, 𝑠 ≥ 0)を使って，第 𝑛 期の業績 𝐶௡を以下のように定義する： 

 
𝐶௡ ≔ 𝐼௡ − 𝐼௡ିଵ = න 𝑌௦d𝑠

௡

௡ିଵ

= න 𝜇௒(𝑠)d𝑠 
௡

௡ିଵ

+ 𝜎௒ ቈන 𝛽(𝑛 − 𝑢)d𝑊௨
௒

௡

଴

− න 𝛽൫(𝑛 − 1) − 𝑢൯d𝑊௨
௒

௡ିଵ

଴

቉ 

=
𝑎

𝑏
+ ቀ 𝑌଴  −  

𝑎

𝑏
 ቁ {𝛽(𝑛) − 𝛽(𝑛 − 1)} + 𝜎௒ ቈන 𝛽(𝑛 − 𝑢)dW୳

ଢ଼
௡

଴

− න 𝛽൫(𝑛 − 1) − 𝑢൯d𝑊௨
௒

௡ିଵ

଴

቉ ,  𝑛 ≥ 1.  
(13)  

業績強度過程 (𝑌௦, 𝑠 ≥ 0) はガウス過程であり，従って累積業績過程 (𝐼௦, 𝑠 ≥ 0)も同様であるので，その確率法則は，

平均関数： 

 𝜇ூ(𝑡) ≔ 𝔼[𝐼௧] = 𝔼 ቈන 𝑌௦d𝑠
௧

଴

቉ = න 𝔼[𝑌௦]d𝑠
௧

଴

= න 𝜇௒(𝑠)d𝑠 
௧

଴

=
𝑎

𝑏
𝑡 + ቀ 𝑌଴  −  

𝑎

𝑏
 ቁ 𝛽(𝑡),  𝑡 ≥ 0 (14)  

と自己共分散関数： 

 
𝜎ூ(𝑠, 𝑡) ≔ Cov[𝐼௦, 𝐼௧] = 𝜎௒

ଶ න 𝛽(𝑠 − 𝑢) ⋅ 𝛽(𝑡 − 𝑢)d𝑢
୫୧୬{௦,௧}

଴

= 𝜎௒
ଶ න 𝛽(𝑠 − 𝑢) ⋅ 𝛽(𝑡 − 𝑢)d𝑢

௦

଴

= 𝜎௒
ଶ ⋅

1

𝑏ଶ
⋅ ൤𝑠 − ൫𝛽(𝑠) + 𝛽(𝑡)൯ +

1

2
൫𝛽(𝑡 − 𝑠) + 𝛽(𝑠 + 𝑡)൯൨ ,  0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 < ∞ 

(15)  

によって完全に記述される．とくに，分散関数は 

 𝜎ூ
ଶ(𝑡) ≔ 𝜎ூ(𝑡, 𝑡) ≔ Cov[𝐼௧, 𝐼௧] = Var[𝐼௧] = 𝜎௒

ଶ න 𝛽(𝑡 − 𝑢)ଶd𝑢
௧

଴

= 𝜎௒
ଶ ⋅

1

𝑏ଶ
⋅ ൤𝑡 − 2𝛽(𝑡) +

1

2
𝛽(2𝑡)൨ ,  𝑡 ≥ 0. (16)  

また，対数株価過程 (𝑋௦, 𝑠 ≥ 0)と累積業績過程 (𝐼௧ , 𝑡 ≥ 0)との（交差）共分散関数は 
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𝜎௑ூ(𝑠, 𝑡) ≔ Cov[𝑋௦ , 𝐼௧] = 𝜌ௌ௒𝜎ௌ𝜎௒ න 𝛽(𝑡 − 𝑢)d𝑢
୫୧୬{௦,௧}

଴

= 𝜌ௌ௒𝜎ௌ𝜎௒ න
1 − eି௕∙(௧ି௨)

𝑏
d𝑢

୫୧୬{௦,௧}

଴

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝜌ௌ௒𝜎ௌ𝜎௒

𝑏
ቊ𝑠 −

eି௕∙(௧ି௦) − eି௕∙௧

𝑏
ቋ =

𝜌ௌ௒𝜎ௌ𝜎௒

𝑏
൛𝑠 − eି௕∙(௧ି௦)𝛽(𝑠)ൟ, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 < ∞;

𝜌ௌ௒𝜎ௌ𝜎௒

𝑏
ቊ𝑡 −

1 − eି௕∙௧

𝑏
ቋ =

𝜌ௌ௒𝜎ௌ𝜎௒

𝑏
{𝑡 − 𝛽(𝑡)}, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑠 < ∞

 
(17)  

と計算される． 

これらから離散時間のガウス過程となる業績過程 (𝐶௡, 𝑛 ≥ 1) の平均関数，自己共分散関数，分散関数は，それぞれ 

 𝜇஼(𝑛) ≔ 𝔼[𝐶௡] = 𝔼[𝐼௡] − 𝔼[𝐼௡ିଵ] = 𝜇ூ(𝑛) − 𝜇ூ(𝑛 − 1) =
𝑎

𝑏
+ ቀ 𝑌଴  −  

𝑎

𝑏
 ቁ {𝛽(𝑛) − 𝛽(𝑛 − 1)},  𝑛 ≥ 1; (18)  

 

𝜎஼(𝑚, 𝑛) ≔ Cov[𝐶௠, 𝐶௡] = Cov[𝐼௠ − 𝐼௠ିଵ, 𝐼௡ − 𝐼௡ିଵ]
= Cov[𝐼௠, 𝐼௡] − Cov[𝐼௠ , 𝐼௡ିଵ] − Cov[𝐼௠ିଵ, 𝐼௡] + Cov[𝐼௠ିଵ, 𝐼௡ିଵ]

= 𝜎௒
ଶ ⋅

1

𝑏ଶ

⋅ ൤−
1

2
𝛽(𝑛 − 𝑚 − 1) + 𝛽(𝑛 − 𝑚) −

1

2
𝛽(𝑛 − 𝑚 + 1) +

1

2
𝛽(𝑛 + 𝑚 − 2) − 𝛽(𝑛 + 𝑚 − 1)

+
1

2
𝛽(𝑛 + 𝑚)൨ ,  0 ≤ 𝑚 − 1 < 𝑚 ≤ 𝑛 − 1 < 𝑛 < ∞; 

(19)  

 

𝜎஼
ଶ(𝑛) ≔ 𝜎஼(𝑛, 𝑛) = Var[𝐶௡] = Var[𝐼௡ − 𝐼௡ିଵ] = Cov[𝐼௡ − 𝐼௡ିଵ, 𝐼௡ − 𝐼௡ିଵ] = Var[𝐼௡] − 2Cov[𝐼௡ିଵ, 𝐼௡] + Var[𝐼௡ିଵ]

= 𝜎ூ
ଶ(𝑛) − 2 𝜎ூ(𝑛 − 1, 𝑛) + 𝜎ூ

ଶ(𝑛 − 1)

= 𝜎௒
ଶ ⋅

1

𝑏ଶ
⋅ ൤1 − 𝛽(1) +

1

2
𝛽(2𝑛 − 2) − 𝛽(2𝑛 − 1) +

1

2
𝛽(2𝑛)൨ ,  𝑛 ≥ 1 

(20)  

と表現される． 

最後に，対数株価過程 (𝑋௦, 𝑠 ≥ 0)と業績過程 (𝐶௡, 𝑛 ≥ 1) の（交差）共分散関数は 

 𝜎௑஼(𝑚, 𝑛) ≔ Cov[𝑋௠, 𝐶௡] = Cov[𝑋௠, 𝐼௡ − 𝐼௡ିଵ] = Cov[𝑋௠ , 𝐼௡] − Cov[𝑋௠, 𝐼௡ିଵ]  = 𝜎௑ூ(𝑚, 𝑛) − 𝜎௑ூ(𝑚, 𝑛 − 1), 
0 ≤ 𝑚 < ∞;  1 ≤ 𝑛 < ∞; (21)  

 𝜎௑஼(𝑠, 𝑡) ≔ Cov[𝑋௦ , 𝐶௧] = Cov[𝑋௦, 𝐼௧ − 𝐼௧ିଵ] = Cov[𝑋௦ , 𝐼௧] − Cov[𝑋௦ , 𝐼௧ିଵ]  = 𝜎௑ூ(𝑠, 𝑡) − 𝜎௑ூ(𝑠, 𝑡 − 1), 
0 ≤ 𝑠 < ∞;  1 ≤ 𝑡 < ∞ (22)  

を計算することで求められる．とくに，𝑚 = 𝑛 = 𝑇 のときは， 

 
𝜎௑஼ ≔ 𝜎௑஼(𝑇, 𝑇) = Cov[𝑋், 𝐶்] = Cov[𝑋், 𝐼் − 𝐼்ିଵ] = Cov[𝑋் , 𝐼்] − Cov[𝑋் , 𝐼்ିଵ]  = 𝜎௑ூ(𝑇, 𝑇) − 𝜎௑ூ(𝑇, 𝑇 − 1)

=
𝜌ௌ௒𝜎ௌ𝜎௒

𝑏
൛1 − ൫𝛽(𝑇) − 𝛽(𝑇 − 1)൯ൟ =

𝜌ௌ௒𝜎ௌ𝜎௒

𝑏
ቊ1 −

eି௕∙(்ିଵ) − eି௕∙்

𝑏
ቋ ,   1 ≤ 𝑇 < ∞ (23)  

と計算される． 

 

3. 業績連動型株式報酬制度のリスク中立価値評価  𝑷𝑻, 𝑻 ≥ 𝟏 
満期（行使日）𝑇 を持ち，直前の第 𝑇 期の業績 𝐶்に連動して，時刻 𝑇の株価に依存した報酬 𝑔(𝑆்) ⋅ ℎ(𝐶்) を授与され

る業績連動株式報酬制度の価値評価を行う．ただし，𝑔: ℝ ⟶ ℝ はペイオフ関数，ℎ: ℝ ⟶ ℝは業績連動関数である． 

リスク中立確率測度ℚを用いた，いわゆるリスク中立価値評価公式に基づけば， 

 𝑃் ≔ 𝔼ℚ[eି௥்𝑔(𝑆்) ⋅ ℎ(𝐶்)] (24) 

によって公正価値が求められる３．ここで，𝑟 ≥ 0は連続複利による無リスク利子率である． 

 

3.1 業績条件付ストック・オプションの価格式の導出 

まずは，満期（行使日）𝑇 を持ち，業績 𝐶்に下限 𝐿 の条件の付けられた断崖型 (cliff) 業績連動（業績条件付き）スト

ック・オプションの価値 𝑃்(𝐿) の評価を考える． 

リスク中立評価公式 (18) によれば，下記の通りに計算される． 

 𝑃்(𝐿) ≔ 𝔼ℚ[eି௥்𝑔(𝑆்) ⋅ ℎ(𝐶்)] = 𝔼ℚൣeି௥்[𝑆் − 𝐾]ା ⋅ 1{஼೅வ௅}൧ = 𝔼ℚ[eି௥்[𝑆் − 𝐾]ା; 𝐶் > 𝐿], (25) 

ただし， 

 𝑔(𝑆்) ≔ [𝑆் − 𝐾]ା ≔ max{ 𝑆் − 𝐾, 0} (26) 

 
３ 金融市場で高い流動性で売買される金融デリバティブの無裁定価値評価を行うための方法を株式報酬制度の公正価値の評価に適用す

ることに対しては，異論・反論はあって然るべきと思われる． 



先物・オプションレポート 2026 年７月号 

 5

は通常の（プレーンな）コール・オプションのペイオフ関数で， 

 ℎ(𝐶்) ≔ 1{஼೅வ௅} ≔ ൜
1, 𝐶் > 𝐿;
0, 𝐶் ≤ 𝐿

 (27) 

は（断崖 (cliff) 型と呼ばれる）業績連動関数である．ここで， 

𝔼ℚ[𝑋; 𝐴]：事象 𝐴 上に制限された確率変数 𝑋 の期待値４， 

𝑟：連続複利での無リスク利子率， 

𝑇：満期， 

𝑆்：時点 𝑇 における株価， 

𝐾：権利行使価格， 

𝐶்：第 𝑇 期における業績， 

𝐿：ストック・オプション行使のための業績の下限， 

eି௥்：現在価値への割引率 

とする． 

第 2 節のモデルのもとでは対数株価 𝑋்と業績 𝐶்とは２変量正規分布に従うことに注意する： 

 ቀ௑೅
஼೅

ቁ ~𝑁 ቈቀఓ೉்
ఓ಴

ቁ , ቆ
𝜎ௌ

ଶ𝑇 𝜎௑஼

𝜎௑஼ 𝜎஼
ଶ ቇ቉ = 𝑁 ቈቀఓ೉்

ఓ಴
ቁ , ቆ

𝜎ௌ
ଶ𝑇 𝜌௑஼𝜎ௌ𝜎஼√𝑇

𝜌௑஼𝜎ௌ𝜎஼√𝑇 𝜎஼
ଶ

ቇ቉  (28) 

ただし，𝜎௑஼ , 𝜌௑஼も所与の諸パラメータから導出される．そこで，式 (19) を以下のように書き換える： 

 𝑃்(𝐿) = 𝑆଴𝔼ℚ ൤e௑೅ି௥்; 𝑋் > ln ൬
𝐾

𝑆଴
൰ , 𝐶் > 𝐿൨ − 𝐾eି௥்ℚ ൬𝑋் > ln ൬

𝐾

𝑆଴
൰ , 𝐶் > 𝐿൰ ,   𝐿 ∈  ℝ. (29) 

上式 (29) の最右辺を業績 𝐶்  について条件付け，標準正規分布の累積分布関数 Φ(𝑧) を用いて表現すれば，ブラック

＝ショールズ・モデルによるオプション価格式と対比的に， 

 

𝑃்(𝐿) = න ൞𝑆଴Φ ൮
ln ቀ

𝑆଴
𝐾

ቁ + 𝜇௑𝑇 + (1 − 𝜌௑஼
ଶ)𝜎ௌ

ଶ𝑇 + 𝜌௑஼𝜎ௌ√𝑇 ቀ
𝑐் − 𝜇஼

𝜎஼
ቁ

ඥ(1 − 𝜌௑஼
ଶ)𝜎ௌ

ଶ𝑇
൲

ஶ

௖೅ୀ௅

× exp ൭(𝜇௑ − 𝑟)𝑇 +
(1 − 𝜌௑஼

ଶ)𝜎ௌ
ଶ𝑇

2
+ 𝜌௑஼𝜎ௌ√𝑇 ൬

𝑐் − 𝜇஼

𝜎஼
൰൱

− 𝐾eି௥்Φ ൮
ln ቀ

𝑆଴
𝐾

ቁ + 𝜇௑𝑇 + 𝜌௑஼𝜎ௌ√𝑇 ቀ
𝑐் − 𝜇஼

𝜎஼
ቁ

ඥ(1 − 𝜌௑஼
ଶ)𝜎ௌ

ଶ𝑇
൲ൢ 𝑓஼೅

(𝑐்)d𝑐் 

(30)  

と表される．ただし， 

 𝑓஼೅
(𝑐்) ≔

1

ඥ2𝜋𝜎஼
ଶ

exp ቊ−
1

2
൬

𝑐் − 𝜇஼

𝜎஼
൰

ଶ

ቋ (31)  

とする． 

あるいは，相関 𝜌௑஼の２変量標準正規分布関数  Φଶ(𝑥, 𝑦; 𝜌௑஼) を用いて，以下のようにも整理される５： 

 𝑃்(𝐿) = 𝑆଴Φଶ ቌ
ln ቀ

𝑆଴

𝐾
ቁ + 𝜇௑𝑇

𝜎ௌ√𝑇
+ 𝜎ௌ√𝑇,

𝜇஼ − 𝐿

𝜎஼
+ 𝜌௑஼𝜎ௌ√𝑇; 𝜌௑஼ቍ − 𝐾eି௥ Φଶ ቌ

ln ቀ
𝑆଴

𝐾
ቁ + 𝜇௑𝑇

𝜎ௌ√𝑇
,
𝜇஼ − 𝐿

𝜎஼
; 𝜌௑஼ቍ , 𝐿 ∈  ℝ (32)  

続いて，一般的な業績連動関数 ℎ(∙) を持つ業績連動のストック・オプションについては，その価値評価公式： 

 𝑃்[ℎ] = 𝔼ℚ[eି௥்𝑔(𝑆்) ⋅ ℎ(𝐶்)] (33)  

において，段階的業績連動関数 ℎ: ℝ ⟶ ℝ が，例えば， 

(i) 上下に有界; 

(ii) 単調非減少; 

(iii) ℎ(−∞) ≔ lim
஼→ିஶ

ℎ(𝐶) = 0;  

(iv) 右連続 

 
４ 期待値演算がリスク中立確率測度 ℚ のもとでなされることを協調したいときにのみ 𝔼ℚ[∙] と明示的に表記する． 
５ 吉羽要直氏（東京都立大学教授）より，相関を持つ２変量正規分布の累積分布関数を用いた，積分を含まない，簡潔な表現 (32) が

可能であることを御教示頂いた．ここに記して感謝の意を表する． 
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であれば，ルベーグ＝スティルチェス積分を用いて， 

 ℎ(𝐶) = න dℎ(𝐿)
஼

ିஶ

= න 1{஼வ௅}dℎ(𝐿)
ஶ

ିஶ

= න 1{஼வ௅}dℎ(𝐿)
ℝ

, 𝐶 ∈  ℝ (34)  

と書けることから，フビニの定理を用いて，下記の価格式を得ることができる： 

 𝑃்[ℎ] = 𝔼ℚ[eି௥்𝑔(𝑆்) ⋅ ℎ(𝐶்)] = න 𝔼ℚൣ𝑒ି௥்𝑔(𝑆்) ∙ 1{஼೅வ௅}൧dℎ(𝐿) = න 𝑃்(𝐿)dℎ(𝐿)
ஶ

ିஶ

ஶ

ିஶ

 (35)  

上式 (29) は，ペイオフ関数がプレーンなコール・オプション型： 

 𝑔(𝑆்) ≔ [𝑆் − 𝐾]ା ≔ max{ 𝑆் − 𝐾, 0}  

に限定されずとも， 

 𝑃்(𝐿) ≔ 𝔼ℚൣeି௥்𝑔(𝑆்) ⋅ 1{஼೅வ௅}൧ = 𝔼ℚ[eି௥்𝑔(𝑆்); 𝐶் > 𝐿] (36)  

が解析的・準解析的・数値的に評価できれば，有用な価値評価公式となる． 

 

4. 業績連動型株式報酬の価値 𝑷𝑻 の相関係数 𝝆𝑺𝒀 への依存性 
一般的なペイオフ関数 𝑔(∙)と段階的業績連動関数 ℎ(∙) を持つ業績連動型株式報酬制度の価値評価公式： 

 𝑃்[ℎ] = 𝔼ℚ[eି௥்𝑔(𝑆்) ⋅ ℎ(𝐶்)]. (37)  

に対して，下記の比較静学結果を得る． 

 

定理：可積分性に関する適当な正則条件のもとで，業績連動型株式報酬制度の公正価値 𝑃் [ℎ]は，ペイオフ関数 𝑔: ℝ ⟶ ℝା，

段階的業績連動関数 ℎ: ℝ ⟶ ℝା がともに非負値の単調非減少関数ならば，株価過程 (𝑆௧, 𝑡 ≥ 0) と業績強度過程 (𝑌௦, 𝑠 ≥ 0) 

とをそれぞれを駆動する 2 つのブラウン運動間の相関係数 𝜌ௌ௒の単調非減少関数である． 

証明：数学的補論参照．          □ 

 

注：さらに一般的には，各期の業績 𝐶ଵ, 𝐶ଶ, … , 𝐶் について，段階的業績連動関数 ℎଵ, ℎଶ, … , ℎ்: ℝ ⟶ ℝା が設定されて，満期

において，価値 

 𝑔(𝑆்) ⋅ ℎଵ(𝐶ଵ) ∙ ℎଶ(𝐶ଶ) ∙ ⋯ ∙ ℎ்(𝐶்) (38)  

が授与される業績連動型株式報酬制度のリスク中立価値評価式： 

 𝔼ℚ[eି௥்𝑔(𝑆்) ⋅ ℎଵ(𝐶ଵ) ∙ ℎଶ(𝐶ଶ) ∙ ⋯ ∙ ℎ்(𝐶்)] (39) 

においても同様の比較静学結果を得る． 

 

5. おわりに 
本稿では，業績連動の株式報酬制度の価値評価のための，株価と業績との同時（結合）確率モデルを提案した．株価

としては幾何ブラウン運動モデル，そして業績強度［率］過程としては，本 2026 年７月号では，オルンシュタイン＝ウー

レンベック過程を提案し，株価と業績強度［率］過程を駆動する２つのブラウン運動間に相関を持たせることで，株価と

業績との確率的依存関係を持たせることに成功した．また，特定のシンプルな業績条件／連動の株式報酬制度であれば，

準解析的な価値評価公式を導出することができた． 

他方，以下のような問題も残されている． 

(1) 株価と業績との同時（結合）確率モデルに含まれるパラメータの統計的推定の問題 

(i) まずは株価の（準）連続時間観測，あるいは離散時間観測によってパラメータ 𝜎ௌ を推定し， 

(ii) その後に，離散時間での株価と業績の同時観測により，パラメータ 𝑌଴, 𝑎, 𝑏, 𝜎௒，そして 𝜌ௌ௒を，原則，最尤推定

法によって推定すれば良い［（離散時間の）株価と業績との２変量のガウス過程の平均値関数と（自己／交差）

共分散関数は第２節において導出済みであるため，（対数）尤度関数は解析的に表現することができる］が，実
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務上は，より簡便な統計的手法によって推定できることが望まれる． 

(2) 売上げや利益を業績の指標としたとき，統計的には，できる限り，頻度の高いデータが望まれるが，月次，あるいは

四半期データとすれば，その季節性をどのようにモデル自身に組み込み，そしてその効率的統計的推定を行うのか． 
等，困難な問題が残されてはいるが，実務で採用される標準的評価モデルとなり得ることを目指して，今後の課題として

取り組みたい． 
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A. 数学的補論６ 
 

下記の共分散不等式は良く知られている（例えば，Ross [26]）.  

 

補題 A.1［共分散不等式］  

𝑋 を実数値確率変数とし，𝑔: ℝ ⟶ ℝ を単調非減少関数, ℎ: ℝ ⟶ ℝ を単調非減少 (非増加) 関数とする．このとき， 

 Cov [𝑔(𝑋), ℎ(𝑋)] ≥ (≤) 0,  

すなわち,  

 𝔼[𝑔(𝑋) ℎ(𝑋)] ≥ (≤) 𝔼[𝑔(𝑋)] 𝔼[ℎ(𝑋)]  

が成り立つ．ただし, 上記のすべての期待値は存在するものと仮定する.  

証明：Ross[26]，大西[3]を参照．         □ 

 

上記の補題から直接的に下記の系を得る． 

 

系 A.1 

確率ベクトル (𝑋, 𝑌) が相関 𝜌௑௒ ∈ [−1,1] を持つ 2 変量の正規分布:  

 ቀ
𝑋
𝑌

ቁ ∼ 𝑁 ቈቀ
𝜇௑

𝜇௒
ቁ ,   ቆ

𝜎௑
ଶ 𝜌௑௒𝜎௑𝜎௒

𝜌௑௒𝜎௑𝜎௒ 𝜎௒
ଶ ቇ቉  

に従うものとし，𝑔,  ℎ:  ℝ  ⟶ ℝを単調非減少関数とすると， 

 
６ この数学的補論において採用する記法（例えば，確率変数 𝑋, 𝑌, 等）は本文中とは異なるので注意されたい． 
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 𝜌௑௒  ൝
>
=
<

ൡ  0 のとき 𝔼[𝑔(𝑋) ℎ(𝑌)] ൝
≥
=
≤

ൡ  𝔼[𝑔(𝑋)] 𝔼[ℎ(𝑌)]  

が成り立つ［複号同順］. 

証明：大西[3]を参照．          □ 

 

上記の系から，満期 𝑇 における対数株価 𝑋் と業績 𝐶்とが確率的に独立［無相関］であるとした際のストック・オ

プションの価値評価 

 𝑃்[ℎ] = 𝔼ℚ[eି௥்𝑔(𝑆்) ⋅ ℎ(𝐶்)] = 𝔼ℚ[eି௥்𝑔(𝑆்)] ∙ 𝔼ℚ[ℎ(𝐶்)],  

すなわち，ブラック＝ショールズ公式に連動業績の期待値を乗じた値は，それらの相関係数 𝜌௑஼ が正（負）のとき，し

たがって，遡って，株価過程と業績強度過程それぞれを駆動する 2 つのブラウン運動間の相関係数 𝜌ௌ௒ が正（負）のとき

には，過小評価（過大評価）となることが分かる． 

つぎの象限順序（orthant orderings）の概念を準備する（例えば，Rüschendorf [27], Tong [28]）．これらの確率順

序概念は，信頼性理論，極値理論等の応用確率論，数理統計学の分野で，多変量の確率ベクトルにおいて，それらを構成

する確率変数間の（正の）確率的依存性の強さを比較する際に用いられてきた７． 

 

定義 A.1［象限順序］ 

𝑛 ∈ ℕ = ℤାା = {1,2, … } とする．𝑛 変量の確率ベクトル 𝑿 = (𝑋ଵ, … , 𝑋௡), 𝒀 = (𝑌ଵ, … , 𝑌௡) に対して： 

(1) ［上方象限順序 (Upper Orthant Order)］𝑿 ≤௨௢ 𝒀 が成り立つとは， 

 ℙ(𝑋ଵ > 𝑧ଵ, … , 𝑋௡ > 𝑧௡) ≤ ℙ(𝑌ଵ > 𝑧ଵ, … , 𝑌௡ > 𝑧௡), ∀𝒛 = (𝑧ଵ , … , 𝑧௡) ∈ ℝ௡  

が成り立つときを言う； 

(2) ［下方象限順序 (Lower Orthant Order)］𝑿 ≤௟௢ 𝒀 が成り立つとは， 

 ℙ(𝑋ଵ ≤ 𝑧ଵ, … , 𝑋௡ ≤ 𝑧௡) ≤ ℙ(𝑌ଵ ≤ 𝑧ଵ, … , 𝑌௡ ≤ 𝑧௡),   ∀𝒛 = (𝑧ଵ, … , 𝑧௡) ∈ ℝ௡  

が成り立つときを言う； 

(3) ［諧調順序（Concordance Order）］𝑿 ≤௖ 𝒀 が成り立つとは，𝑿 ≤௨௢ 𝒀 かつ 𝑿 ≤௟௢ 𝒀，すなわち， 

 ℙ(𝑋ଵ > 𝑧ଵ, … , 𝑋௡ > 𝑧௡) ≤ ℙ(𝑌ଵ > 𝑧ଵ, … , 𝑌௡ > 𝑧௡); 
∀𝒛 = (𝑧ଵ, … , 𝑧௡) ∈ ℝ௡ 

 ℙ(𝑋ଵ ≤ 𝑧ଵ , … , 𝑋௡ ≤ 𝑧௡) ≤ ℙ(𝑌ଵ ≤ 𝑧ଵ , … , 𝑌௡ ≤ 𝑧௡), 

が成り立つときを言う． 

 

注 A.1 

(1) 𝑛 =  1 の場合（𝑋 = 𝑿 = 𝑋ଵ，𝑌 = 𝒀 = 𝑌ଵ とすれば） 

 𝑋 ≤௨௢ 𝑌 ⟺ 𝑌 ≤௟௢ 𝑋 (⟺ 𝑋 ≤௦௧ 𝑌)  

が成り立つ．ただし，確率変数 𝑋, 𝑌 に対して通常の確率順序 (Ordinary Stochastic Order) 𝑋 ≤௦௧ 𝑌が成り立つとは， 

 ℙ(𝑋 > 𝑧) ≤ ℙ(𝑌 > 𝑧),  ∀𝑧 ∈ ℝ   ቀ⟺ ℙ(𝑋 ≤ 𝑧) ≥ ℙ(𝑌 ≤ 𝑧),  ∀𝑧 ∈ ℝቁ  

が成り立つときを言う； 

(2) 𝑛 =  1 の場合（𝑋 = 𝑿 = 𝑋ଵ，𝑌 = 𝒀 = 𝑌ଵ とすれば） 

 𝑋 ≤௖ 𝑌⟺𝑋 =ௗ 𝑌 (⟺ 𝑋 =௦௧ 𝑌)  

が成り立つ，すなわち，  

 ℙ(𝑋 > 𝑧) = ℙ(𝑌 > 𝑧),  ∀𝑧 ∈ ℝ  ቀ⟺ ℙ(𝑋 ≤ 𝑧) = ℙ(𝑌 ≤ 𝑧),  ∀𝑧 ∈ ℝቁ    

が成り立つ； 

(3) 𝑛 =  2 で，𝑿 = (𝑋ଵ, 𝑋ଶ) と𝒀 = (𝑌ଵ, 𝑌ଶ) の周辺分布が等しい，すなわち， 

 𝑋ଵ =ௗ 𝑌ଵ,  𝑋ଶ =ௗ 𝑌ଶ  

 
７ ただし，著者の知る限り，定着した邦訳名は未だ無いように思われるので，筆者の命名案に依っている． 
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が成り立つものとする．このとき， 

 (1 − ℙ(𝑋ଵ ≤ 𝑧ଵ) =) ℙ(𝑋ଵ > 𝑧ଵ) = ℙ(𝑋ଵ > 𝑧ଵ, 𝑋ଶ > 𝑧ଶ ) + ℙ(𝑋ଵ > 𝑧ଵ, 𝑋ଶ ≤ 𝑧ଶ ) , ∀(𝑧ଵ, 𝑧ଶ) ∈ ℝଶ;  

 (1 − ℙ(𝑋ଶ > 𝑧ଶ) =) ℙ(𝑋ଶ ≤ 𝑧ଶ) = ℙ(𝑋ଵ ≤ 𝑧ଵ, 𝑋ଶ ≤ 𝑧ଶ ) + ℙ(𝑋ଵ > 𝑧ଵ, 𝑋ଶ ≤ 𝑧ଶ ) , ∀(𝑧ଵ, 𝑧ଶ) ∈ ℝଶ;  

 (1 − ℙ(𝑌ଵ ≤ 𝑧ଵ) = )ℙ(𝑌ଵ > 𝑧ଵ) = ℙ(𝑌ଵ > 𝑧ଵ, 𝑌ଶ > 𝑧ଶ ) + ℙ(𝑌ଵ > 𝑧ଵ , 𝑌ଶ ≤ 𝑧ଶ ) , ∀(𝑧ଵ, 𝑧ଶ) ∈ ℝଶ;  

 (1 − ℙ(𝑌ଶ > 𝑧ଶ) =) ℙ(𝑌ଶ ≤ 𝑧ଶ) = ℙ(𝑌ଵ ≤ 𝑧ଵ, 𝑌ଶ ≤ 𝑧ଶ ) + ℙ(𝑌ଵ > 𝑧ଵ, 𝑌ଶ ≤ 𝑧ଶ ) , ∀(𝑧ଵ, 𝑧ଶ) ∈ ℝଶ  

において，𝑋ଵ =ௗ 𝑌ଵ，𝑋ଶ =ௗ 𝑌ଶ から， 

 ℙ(𝑋ଵ ≤ 𝑧ଵ)＝ℙ(𝑌ଵ ≤ 𝑧ଵ), ∀𝑧ଵ ∈ ℝ ቀ⟺ ℙ(𝑋ଵ > 𝑧ଵ)＝ℙ(𝑌ଵ > 𝑧ଵ), ∀𝑧ଵ ∈ ℝቁ ;  

 ℙ(𝑋ଶ ≤ 𝑧ଶ) = ℙ(𝑌ଶ ≤ 𝑧ଶ), ∀𝑧ଶ ∈ ℝ ቀ⟺ ℙ(𝑋ଶ > 𝑧ଶ)＝ℙ(𝑌ଶ > 𝑧ଶ), ∀𝑧ଶ ∈ ℝቁ   

が成り立つので，任意の  (𝑧ଵ, 𝑧ଶ) ∈ ℝଶ に対して， 

 ℙ(𝑋ଵ > 𝑧ଵ, 𝑋ଶ > 𝑧ଶ ) ≤ ℙ(𝑌ଵ > 𝑧ଵ, 𝑌ଶ > 𝑧ଶ )  

 ⟺ ℙ(𝑋ଵ > 𝑧ଵ, 𝑋ଶ ≤ 𝑧ଶ ) ≥ ℙ(𝑌ଵ > 𝑧ଵ , 𝑌ଶ ≤ 𝑧ଶ )  

 ⟺ ℙ(𝑋ଵ ≤ 𝑧ଵ, 𝑋ଶ ≤ 𝑧ଶ ) ≤ ℙ(𝑌ଵ ≤ 𝑧ଵ , 𝑌ଶ ≤ 𝑧ଶ )  

が成り立ち，したがって， 

 𝑿 ≤௨௢ 𝒀 ⟺ 𝑿 ≤௟௢ 𝒀 ⟺ 𝑿 ≤௖ 𝒀  

が成り立つ． 
 

下記の補題も直接的に示すことができる． 

 

補題 A.2 

𝑛 ∈ ℕ = ℤାା = {1,2, … } とする．𝑛 変量の確率ベクトル 𝑿 = (𝑋ଵ, … , 𝑋௡), 𝒀 = (𝑌ଵ, … , 𝑌௡) に対して，下記の条件は等価であ

る：  

(1) 𝑿 ≤௨௢ 𝒀;  
(2) すべての非負値の単調非減少関数 ℎ௜: ℝ ⟶ ℝା, 𝑖 = 1, … , 𝑛 に対して， 

 𝔼 ൥ෑ ℎ௜(𝑋௜)

௡

௜ୀଵ

൩ ≤ 𝔼 ൥ෑ ℎ௜(𝑌௜)

௡

௜ୀଵ

൩  

が成り立つ． 

証明：大西[3]を参照．          □ 

 

次の補題は，Slepian の不等式（例えば，Wainwright [29]）としてよく知られるタイプの不等式の１バージョンであ

る． 

 

補題 A.3［Slepian 型の不等式］ 

𝑛 ∈ ℕ = ℤାା = {1,2, … } とする．𝑛 変量の確率ベクトル 𝑿 = (𝑋ଵ, … , 𝑋௡), 𝒀 = (𝑌ଵ, … , 𝑌௡) がいずれも 𝑛 変量正規分布に従

うとする： 

 𝑿 ∼ 𝑁(𝝁𝑿, 𝛴௑);   𝒀 ∼ 𝑁(𝝁𝒀, 𝛴𝒀),  

ただし， 

 𝝁𝑿 = ൫𝜇௑೔
, 𝑖 = 1, … , 𝑛൯,  𝛴𝑿 = ቀ𝜎௑೔௑ೕ

, 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛ቁ = ቀ𝜌௑೔௑ೕ
𝜎௑೔

𝜎௑ೕ
, 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛ቁ ;  

 𝝁𝒀 = ൫𝜇௒೔
, 𝑖 = 1, … , 𝑛൯,   𝛴𝒀 = ቀ𝜎௒೔௒ೕ

, 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛ቁ = ቀ𝜌௒೔௒ೕ
𝜎௒೔

𝜎௒ೕ
, 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑛ቁ.  

このとき， 

(1) 𝜇௑೔
= 𝜇௒೔

, 𝑖 = 1, … , 𝑛;  
(2) 𝜎௑೔

= 𝜎௒೔
, 𝑖 = 1, … , 𝑛  

を仮定する（すなわち，周辺分布が同じであると仮定する）と， 
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 𝜎௑೔௑ೕ
≤ 𝜎௒೔௒ೕ

,  1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 ⟹  𝑿 ≤௨௢ 𝒀  

 ቀ⟺ ቂ𝜌௑೔௑ೕ
≤ 𝜌௒೔௒ೕ

,  1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 ⟹  𝑿 ≤௨௢ 𝒀ቃቁ  

が成り立つ． 

証明：Müller [25] を参照．          □ 

 

特に２変量正規分布に従う確率ベクトルについては下記が成り立つ． 

 

系 A.2 

確率ベクトル (𝑋, 𝑌) が相関 𝜌௑௒ ∈ [−1,1] を持つ２変量の正規分布:  

 ቀ
𝑋
𝑌

ቁ ∼ 𝑁 ቈቀ
𝜇௑

𝜇௒
ቁ ,   ቆ

𝜎௑
ଶ 𝜌௑௒𝜎௑𝜎௒

𝜌௑௒𝜎௑𝜎௒ 𝜎௒
ଶ ቇ቉  

に従うものとする．このとき， 

(1) (𝑋, 𝑌) は，相関 𝜌௑௒ が増加すれば，上方象限順序 ≤௨௢，下方象限順序 ≤௟௢，階調順序 ≤௖ に関して単調非減少になる； 

(2) したがって，𝑔,  ℎ:  ℝ  ⟶ ℝାをともに非負値の単調非減少関数とすると， 

 𝔼[𝑔(𝑋) ℎ(𝑌)]   

は相関 𝜌௑௒ について単調非減少となる． 
 

 

 本資料に関する著作権は，株式会社大阪取引所にあります． 

本資料の一部又は全部を無断で転用，複製することはできません． 

本資料の内容は，株式会社日本取引所グループおよびグループ各社（株式会社東京証券取引所，株式会社大阪取

引所，株式会社東京商品取引所，株式会社ＪＰＸ総研，日本取引所自主規制法人および日本証券クリアリング機

構）の意見・見解を示すものではありません． 

本資料は，デリバティブ商品の取引の勧誘を目的としたものではありません． 

筆者，株式会社日本取引所グループおよび上記グループ各社は，本資料に基づく投資あるいは類似の行為により

発生した如何なる損失や損害に対して，一切の責任を負うものではありません． 


